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و آشوبغیرخطیدینامیک
و کاربردهای آن در مهندسی پزشکی

1



ناکآشوبسیستم هایاز نمونه هایی

مبحث اول
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(chaos)آشوب 

تقریبا، deterministicسیستم هایپیچیده و شبه تصادفی که از ظاهرا رفتارهایی 

.  می گرددحاصل بسیار سادهو نویزفاقد 

:پیچیده( ظاهرا)عوامل رفتارهای ❖
بر سیستمنویزاثر ✓

.می گرددسیستم که با درجات آزادی بالا مشخص ( complexity)پیچیدگی ✓

آشوب✓

هری مفاهیم و مباحث آشوب به توجیه این دوگانگی ظا

.می پردازد( determinismو randomnessیعنی )
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(chaotic)آشوبناک سیستم های

:آشوبناکسیستم هایویژگی های❖
.هستندغیرخطیدینامیکسیستم های✓

✓Deterministicهستند.

(پیچیده نیستند)ساده و با درجات آزادی کمی هستند ✓

طیغیرخخطی و سیستم های، دینامیکدر ادامه به معرفی مفاهیم 

.می پردازیمساده و پیچیده سیستم هایو درجات آزادی ، 
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دینامیکسیستم های❖
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غیرخطیخطی و سیستم های❖
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deterministicسیستم های❖

کان هستند که اطلاع دقیق از شرایط سیستم در یک زمان، امسیستم هایی

.می سازدسیستم را فراهم آینده یدقیق رفتار پیش بینی
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ساده و پیچیدهسیستم هایدرجات آزادی و ❖
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عامل جذابیت آشوب

فراهم شدن ابزار جدیدی برای تحلیل❖

می دهدآشوب، ابزارهای مفهومی و نظری جدیدی در اختیار قرار مطالعه ی

بودند را گیج کنندهپیش ترکه پیچیده ایکه امکان درک و تحلیل رفتارهای 

.می سازدفراهم 

بودن رفتارهای آشوبناکجهان شمول❖

از این رو، . می رسندبه نظر ( universal)جهان شمولرفتارهای آشوبناک 

مثل مدارهای )سیستم هااز از انواعی حاصل جهان شمولآموزه های

لیلبرای درک و تحبی درنگمی توانرا ( ریاضی سادهمدل هایالکتریکی یا 

.  ردبه کار ب( قلبضربان سازسلول هاینظیر )سیستم هاانواعی دیگر از 
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✓
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غیرخطیسیستم الکتریکی 

:علت انتخاب این مثال❖

و آشوبمی دهدواقعی رخ سیستم هایرفتارهای آشوبناک در : تا نشان دهیم

.عددی و نظری نیستمدل هایمحدود به 

.می دهدبسیار ساده رخ سیستم هایرفتارهای آشوبناک در : تا نشان دهیم
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:معرفی مدار
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تجزیه و تحلیل اجزاء: عملکرد مدارنحوه ی

دیود❖
سلف❖
dcمولد سیگنال و منبع ❖

:آنها خواهیم پرداختنقش آفرینینحوه یدر این بخش به معرفی اجزا و 
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دیودمعرفی ❖
o دیودزمان بازیابی معکوس(reverse recovery time)

o به جریان مستقیم وابسته استدیودزمان قطع شدن.

o دیودمعادل خازن هایانرژی ذخیره شده در
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معرفی سلف❖
oولتاژ سلف با نرخ تغییرات جریان متناسب است.

o شودمیسلف شناخته اندوکتانسضریب این تناسب، به عنوان .

o می کندبنابراین، سلف با تغییرات جریان در مدار مخالفت.

𝒗𝑳 𝒕 ∝
𝒅

𝒅𝒕
𝒊 𝒕

𝒗𝑳 𝒕 = 𝑳
𝒅

𝒅𝒕
𝒊 𝒕

.گرددامکان پذیرتا بروز آشوب می کندسلف درجه آزادی جدیدی در مدار ایجاد ❖

یان ، فرکانس خاصی را برای نوسان مقدار جرمتقابلادیودخازنیسلف و ظرفیت ❖

.برمی گزیندو ولتاژ 

دیودزمان بازیابی معکوستقریبا برابر تناوب این نوسانات دوره یچنانچه 

معکوس اسبایمستقیم و بایاسبین کلیدزنیمربوط به غیرخطیباشد اثرات 

.می گردداهمیت یافته و بروز آشوب ممکن 
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dcمعرفی مولد سیگنال و منبع ❖

o مولد سیگنال سینوسی با دامنه𝑽𝟎 و فرکانس𝒇

𝒗 𝒕 = 𝑽𝟎 𝒔𝒊𝒏 𝟐𝝅𝒇𝒕 + 𝑽𝒅𝒄

𝒇: 𝟐𝟎 − 𝟕𝟎 𝒌𝑯𝒛

𝑻: 𝟏𝟒 − 𝟓𝟎 𝝁𝒔𝒆𝒄

o بازیابی تناوب نوسانات مولد سیگنال، چند برابر زماندوره یدقت کنید که

.استدیودمعکوس 

o ولتاژdc نوسانات ولتاژ منبع به جای صفر، حول می شودموجب𝑽𝒅𝒄باشد.
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رفتار مدارنحوه ی

(𝑽𝟎)دامنه ی ولتاژ سینوسی اعمالی : پارامتر کنترلی

𝒗𝒅)دیودولتاژ : پارامترهای مورد بررسی 𝒕 ) دیودو جریان(𝒊 𝒕)
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period-1:ولت باشد0/5حدود 𝑽𝟎اگر 

period-2(: ولت2تا 1محدوده یدر )𝑽𝟏با افزایش ولتاژ به مقدار 

اصطلاحا period-2رفتار به period-1رفتار تغییر رفتار از 

period doubling bifurcation می شودنامیده.

به وپاسیلوسکبه منظور نمایش بهتر، 

ایاسبنحوی تنظیم شده است که ولتاژ 

الا معکوس به صورت انحراف به سمت ب

.نمایش داده شود
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biforcationتعریف ❖
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در این مدار چیست؟period doublingعلت ❖
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.می کندبروز period_4رفتار ، 𝑽𝟐با افزایش بیشتر ولتاژ به مقدار 

.خواهیم بودperiod-8رفتار افزایش ولتاژ، شاهد بروز مقداریبا 
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period-4جریان در رفتار شکل موج
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می یابدو این روند ادامه می کندبروز period-16افزایش ولتاژ دیگر، رفتار اندکیبا 

.می کندبروز (CHAOS)آشوب ، ∞𝑽تا نهایتا با افزایش ولتاژ از 
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در مدار؟نویزاز کجا معلوم که این آشوب است نه اثرات ❖

Divergence of nearby trajectories:
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، باز هم افزایش یابد شاهد ∞𝑽ولتاژ ورودی پس از رسیدن به دامنه یاگر 

.در دل آشوب خواهیم بود(periodic windows)متناوب پنجره های

period-5: ولت2-3محدوده یدر 

period-3: ولت3-4محدوده یدر 
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:شدندوشاخهنمودار 

(ثابت هستند𝑽𝟎و 𝒇پارامترهای )dcبایاسولتاژ : پارامتر کنترلی

شکل موج جریانقله یمقدار : پارامتر مورد بررسی
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به آشوب ( periodic)بر اساس این شکل، آیا گذر از رفتار متناوب 

است؟period-doublingواسطه یهمواره به 
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:غیرخطیکلیدی رفتار ویژگی های: مثالجمع بندی❖

ارامترهاپتغییرات ناگهانی در رفتار کیفی سیستم با تغییر ناچیزی در ✓

(period-2به period-1از مانندگذر)

نامنظم رفتاربه رفتار منظم متناوب تغییرات شناخته شده و قابل تکرار از ✓

.(period doubling)آشوبگونه

ی واگراییبر مبنای چگونگرفتار آشوبگونهاز رفتار نویزی قابل تمایز بودن ✓

.تراژکتوری های نزدیک به هم
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✓

✓
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مدل ریاضی رشد جمعیت بیولوژیکی 

. افتدمیگونه ای از حشرات در نظر بگیرید که تولد و مرگ آنها در یک فصل اتفاق 

تعداد حشرات را در می خواهیم. باشد𝑵𝟎فرض کنید تعداد این حشرات در ابتدا

:حدسی که ممکن است مطرح گرددساده ترین. تعیین کنیم( 𝑵𝟏) سال بعد 

𝑵𝟏 = 𝑨𝑵𝟎

𝑨( منابع غذایی، آب و شرایط عمومی هوا)شرایط محیط است که به پارامتری

.بستگی دارد

𝑨اگر ❖ > ه باشد نشانگر رشد جمعیت است و اگر این روند ادامه یابد ب𝟏

.منجر خواهد شدمالتوسیانفجار جمعیت 

𝑨اگر ❖ < به باشد نشانگر کاهش جمعیت است و اگر این روند ادامه یابد𝟏

.انقراض آن گونه منجر خواهد شد
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:بیشتر بدانیم❖

 شودمعتقد بود جمعیت با تصاعد هندسی زیاد میمالتوس

.  در حالی که تولید با تصاعد حسابی افزوده می شود

وددر نتیجه، اگر ازدیاد جمعیت مهار نشود دنیا دچار کمب

.خوراک خواهد شد

امکانات معیشت: 

جمعیت: 

زمان:  سال25 ابتداسال50 سال75 سال100

X

Y 2Y

2X 4X 8X 16X

سال125 سال150

32X 64X

3Y 4Y 5Y 6Y 7Y
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جمعیت، اندازه یبا رشد بیش از می دانیماز سوی دیگر 

دیگر غذای کافی وجود نخواهد داشت؛❖

خواهد بود؛فراهم ترشرایط برای شکار و صید آن گونه ❖

.  می گرددکه موجب محدود شدن جمعیت 

:داین عبارت بای. بنابراین لازم است با افزودن عبارت جدیدی، مدل اصلاح گردد

یابد؛فزاینده ای، نقش 𝑵ولی با افزایش چشم پوشیقابل 𝑵برای مقادیر کوچک ✓

منفی باشد؛✓

:در نتیجه

𝑵𝟏 = 𝑨𝑵𝟎 −𝑩 𝑵𝟎
𝟐
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𝑵𝒏+𝟏 = 𝑨 𝑵𝒏 − 𝑩 𝑵𝒏
𝟐

𝑵𝒎𝒂𝒙 =
𝑨

𝑩
𝑩 =

𝑨

𝑵𝒎𝒂𝒙

𝑵𝒎𝒂𝒙: حداکثر جمعیت ممکن

𝑵𝒏+𝟏برای این که  > :از حداکثر مقدار زیر تجاوز نمایدنمی تواند𝑵𝒏باشد 𝟎

𝑵𝒏+𝟏 = 𝑨 𝑵𝒏 −
𝑨

𝑵𝒎𝒂𝒙 𝑵𝒏
𝟐

𝑵𝒏+𝟏

𝑵𝒎𝒂𝒙
= 𝑨

𝑵𝒏

𝑵𝒎𝒂𝒙
− 𝑨

𝑵𝒏

𝑵𝒎𝒂𝒙

𝟐

ام به صورت کسری از حداکثر جمعیت،nجمعیت سال 

.مقداری بین صفر و یک دارد

𝒙𝒏 =
𝑵𝒏

𝑵𝒎𝒂𝒙

𝒙𝒏+𝟏 = 𝑨 𝒙𝒏 𝟏 − 𝒙𝒏 ≡ 𝐟𝐀 𝒙𝒏

𝒇𝑨 تابع تکرار(iteration function) می شودنامیده.
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𝑨مقادیر مختلف پارامتر ازایبه 𝒇𝑨نمودار هندسی تابع تکرار ❖
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Logestic map

(:iterated map function)تابع نگاشت تکراری ❖

𝟎چنانچه ➢ ≤ 𝑨 ≤ 𝟎محدوده یدر 𝒙باشد هر مقدار 𝟒 ≤ 𝒙 ≤ به مقداری 𝟏

.می شوددر همین محدوده نگاشت 

Logesticاین تابع ➢ map می شودنامیده.

.می شودنامیده orbitیا trajectoryمقادیر حاصل از این روند تکرار دنباله ی➢

𝐟𝐀 𝒙 ≡ 𝒙𝒏+𝟏 = 𝑨 𝒙𝒏 𝟏 − 𝒙𝒏
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(fixed points)نقاط ثابت 

𝒙𝑨
:ثابت یک نگاشت تکراری است اگرنقطه ی∗

𝒙𝑨در نماد 𝐴به نظر شما، زیرنویس 
نشانگر چیست؟∗

𝒙𝑨
∗ = 𝐟𝐀 𝒙𝑨

∗

37



𝟎با توجه به شرط  ≤ 𝒙 ≤ برای مدل رشد جمعیت بیولوژیکی، 𝟏

𝑨برای  < ومثابت دنقطه یثابت  دارد زیرا نقطه یمدل تنها یک 𝟏

𝟎محدوده یدر  ≤ 𝒙 ≤ .نیست𝟏

Logesticنقاط ثابت  mapرا به دست آورید.

𝒇𝑨 𝒙 ≡ 𝒙𝒏+𝟏 = 𝑨𝒙𝒏 𝟏 − 𝒙𝒏

𝒙∗ = 𝑨𝒙∗ 𝟏 − 𝒙∗ 𝑨 𝒙∗ 𝟐 − 𝑨𝒙∗ + 𝒙∗ = 𝟎

𝑨𝒙∗ 𝒙∗ − 𝟏 −
𝟏

𝑨
= 𝟎 ቐ

𝒙∗ = 𝟎

𝒙∗ = 𝟏 −
𝟏

𝑨
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𝟎با توجه به شرط  ≤ 𝒙 ≤ برای مدل رشد جمعیت بیولوژیکی، 𝟏

𝑨برای  < ومثابت دنقطه یثابت  دارد زیرا نقطه یمدل تنها یک 𝟏

𝟎محدوده یدر  ≤ 𝒙 ≤ .نیست𝟏
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(A<1)تراژکتوریروش هندسی تعیین 

محل . می کنیم، خطی قائم رسم 𝒙روی محور 𝒙𝟎اولیه یبا شروع از مقدار 

حال از این نقطه،. است𝒙𝟏برخورد این خط قائم با تابع تکرار نشانگر مقدار 

𝒚و محل برخورد آن با خط قطری می کنیمخطی افقی رسم  = 𝒙 را به دست

𝒙، می آوریم = 𝒙𝟏ماز این نقطه باز خطی قائ. دقیقا در زیر این نقطه قرار دارد

𝒇𝑨تا محل برخورد آن با تابع تکرار می کنیمرسم  𝒙 که نشانگر𝒙𝟐است

.تا نقطه ثابت به دست آیدمی دهیماین روند را ادامه . تعیین گردد
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معرفی مفاهیم جاذب و بستر جذب

𝑨اگر  < .باشد نسل در طی سالیان، منقرض خواهد شد𝟏

𝑨برای  < محدوده ی، با شروع از هر مقدار دلخواه در 𝟏
ی خواهیم داشت که به orbitیا تراژکتوریصفر و یک، 

𝒙نهایی نقطه ی = .می شودختم 𝟎
𝒙نقطه ی = .استتراژکتوری(attractor)جاذب ، 𝟎

𝟎محدوده ی ≤ 𝒙 ≤  basin of)بستر جذب ، 𝟏

attraction) می باشداین جاذب.

تفسیر این موضوع در مدل بیولوژیکی چیست؟

𝒙𝟎با شروع از  = چگونه خواهد بود؟تراژکتوری، 𝟏
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(A<3>1)تراژکتوریروش هندسی تعیین 

∗𝒙ثابت نقطه یدر این شرایط، دو  = ∗𝒙و 𝟎 = 𝟏 − 𝟏/𝑨داریم .

𝒙∗ = گوییم زیرا ( repelling fixed point)ثابت دافع نقطه یرا 𝟎

.می شودنزدیک آن در نظر بگیریم از آن دور اولیه اینقطه یاگر 
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(A<3.44948>3)تراژکتوریروش عددی تعیین 

𝟏برخلاف حالت  < 𝑨 < نقطه یکه در آن جاذب یک 𝟑

𝒙∗ = 𝟏 − 𝟏/𝑨 𝟑است، برای < 𝑨 < 𝟑.𝟒𝟒𝟗𝟒𝟖 ،

.  جاذب شامل دو نقطه خواهد بود
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(A<3.44948>3)تراژکتوریروش هندسی تعیین 

𝟎محدوده ی  < 𝒙 < 𝒙جز نقطه ی 𝟏 = 𝟏 − 𝟏/𝑨.

.را تعیین نماییددونقطه ایبستر جذب این جاذب 
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(bifurcationdiagram)شدن دوشاخهنمودار 
𝟎محدوده یدر 𝒙𝟎، نقطه شروع 𝐴برای هر مقدار ❖ < 𝒙 < .می گرددانتخاب 𝟏

.دبار تکرار می شود تا گذار سپری شده و به وضعیت ماندگار برس100تابع نگاشت ❖

.می شودمربوطه رسم 𝐴بر حسب 𝒙مقدار بعدی 100❖
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شدندوشاخهبرای ترسیم نمودار برنامه ای
clc, clear all, close all,

tic,

A = 0:0.001:4;

x0 = rand(1,length(A));

for i = 1:1000,

x1 = A.*x0.*(1-x0);

x0 = x1;

end

X = zeros(1000,length(A));

for i = 1:1000,

x1 = A.*x0.*(1-x0);

x0 = x1;

X(i,:) = x1;

end

figure, hold on,

plot(A,X,'.b','Markersize',3), 

xlim([3 4])

toc,
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شدندوشاخهبرای ترسیم نمودار برنامه ای

این نواحی نشانگر چیست؟
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(divergence of nearby trajectories)نزدیک به هم تراژکتوری هایواگراییبا بررسی 

Logesticبررسی نمود که رفتار آشوبناک دیده شده برای می توانچگونه 

map عددی مربوط به روند تکرار؟آرتیفکتآشوب واقعی است یا

تراژکتوری هاتکرار، 10پس از حدود 

کهمی گیرنداز هم فاصله 0/6حدود 

.است𝑥تقریبا برابر میانگین مقادیر 

اگر اختلاف مقادیر اولیه نصف شود آیا 

مورد نیاز دو برابر خواهد شد؟تکرارهای

.اضافه ترخیر، تنها یک تکرار 
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فهرست مطالب

معرفی مفاهیم و اصطلاحات❑
غیرخطیسیستم الکتریکی ❑
مدلی از رشد جمعیت بیولوژیکی❑
لورنزمدل : سیالهمرفتمدل ❑
جمع بندی❑

✓

✓

✓
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(Lorenzمدل )سیال همرفتمدل 

:بود ارائه گردیدMITکه هواشناس لورنزتوسط ادوارد 1963این مدل در سال 

بهاشاره ایلازم است ابتدا لورنزبرای معرفی مدل 

Rayleigh-Benard)بنارد-ریلیسلول  cell )شود.
Edward Lorenz: 1917-2008
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Rayleigh-Benard)بنارد-ریلیسلول  Cell)

.چنین سیستمی پرداختمطالعه یبه صورت آزمایشگاهی به 1900در سال بنارد❖

.آن پرداختویژگی هایبه توصیف نظری برخی 1916در سال ریلی❖

Warm Temperature

Cold Temperature

اتمسفر: سیال

𝜹𝑻دماییاگر اختلاف  ≡ 𝑻𝒘 − 𝑻𝒄 خیلی زیاد نباشد سیال آرام

در . انجام خواهد شدهدایتشیوه یخواهد بود و انتقال حرارت به 

زیته یویسکوسیال گرم با بسته هایاین شرایط، میل به جابجایی 

.می شودسیال میرا شده و با انتقال هدایتی دما، جبران 

سطح زمین به دلیل تابش آفتاب، 
. استگرم تر
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𝜹𝑻)با افزایش اختلاف دما  ≡ 𝑻𝒘 − 𝑻𝒄) شناوری، نیروی(buoyant force)

ردشی غلبه کرده و جریان گویسکوزیتهتا اینکه در نهایت، بر می یابدافزایش 

(convection)همرفتشیوه یدر این شرایط، انتقال حرارت به . می گرددبرقرار 

.می گرددانجام 
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𝜹𝑻)با افزایش بیشتر اختلاف دما  ≡ 𝑻𝒘 − 𝑻𝒄) دمایی، جریان گردشی و اختلاف

.، متغیر با زمان خواهد شدحاصل

ا است که بغیرخطیسیستم هایویژگی هایاین از 
دن ثابت بو)دارد شرایط پایداری وجود اینکه محیط 

𝑻𝒘 و𝑻𝒄ودخودبخ، سیستم به طور (نسبت به زمان ،
.می دهداز خود نشان رفتاری وابسته به زمان 
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(Time Translation Symmetry)تقارن انتقال زمانی 
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Lorenzمدل معادلات

𝑿:جریان سیال.

ሶ𝑿:سرعت جریان سیال.

𝒀: مشخصارتفاعیسیال در رونده یاختلاف دمای بین اجزای بالا رونده و پایین.

𝒁: از دمای خطی تابع موقعیت عمودیدماییانحراف.

ሶ𝑿 = 𝒑 𝒀 − 𝑿

ሶ𝒀 = −𝑿𝒁 + 𝒓𝑿 − 𝒀
ሶ𝒁 = 𝑿𝒀 − 𝒃𝒁

ሶ𝑿 =
𝒅𝑿

𝒅𝒕

𝑝(Prandtl number ): نآدماییسیال به ضریب نفوذ کینتیکویسکوزیتهنسبت.

𝒃: متناسب با نسبت ارتفاع قائم(h) همرفتچرخه هایافقی اندازه یلایه سیال به.

𝒓(Rayleigh number): بین بالا و پایین سیالدماییمتناسب با تفاوت.

𝒑:به جنس سیال وابسته است و برای آب سرد = 𝟏𝟎

𝒃 = 𝟖/𝟑

𝒓 ∶ 𝒂𝒅𝒋𝒖𝒔𝒕𝒃𝒍𝒆 𝒄𝒐𝒏𝒕𝒓𝒐𝒍 𝒑𝒂𝒓𝒂𝒎𝒆𝒕𝒆𝒓

--شبیه سازیبرای پارامترهامقدار --
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𝒓برای مقادیر پارامتر ❖ < 𝟏

❖ Initial State: 𝑿 = 𝟎 , 𝒀 = 𝟏 , 𝒁 = 𝟎

❖ Rayleigh number: 𝒓 = 𝟎. 𝟓
❖ Final State: 𝑿 = 𝟎 , 𝒀 = 𝟎 , 𝒁 = 𝟎

ه از با استفادمی توانچگونه 

، 𝒁و 𝑿 ،𝒀تراژکتوری های

رد؟فاز را تعیین کترسیمه ی
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.، نقاط ثابت را به دست آوریدLorenzمدل معادلاتبرای 

𝒓ثابت آخر تنها برای نقطه یدقت کنید که دو  > !موضوعیت دارد𝟏

ሶ𝑿 = 𝒑 𝒀 − 𝑿

ሶ𝒀 = −𝑿𝒁 + 𝒓𝑿 − 𝒀
ሶ𝒁 = 𝑿𝒀 − 𝒃𝒁

ሶ𝑿 = 𝟎 𝒑 𝒀 − 𝑿 = 𝟎 𝒀 = 𝑿

ሶ𝒁 = 𝟎 𝑿𝟐 − 𝒃𝒁 = 𝟎 𝒁 =
𝟏

𝒃
𝑿𝟐

ሶ𝒀 = 𝟎 −𝑿𝒁 + 𝒓𝑿 − 𝑿 = 𝟎

𝑿 −
𝟏

𝒃
𝑿𝟐 + 𝒓 − 𝟏 = 𝟎

−
𝟏

𝒃
𝑿𝟑 + 𝒓 − 𝟏 𝑿 = 𝟎

𝑿 = 𝟎 𝒀 = 𝟎 𝒁 = 𝟎

−
𝟏

𝒃
𝑿𝟐 + 𝒓 − 𝟏 = 𝟎𝒊𝒇 𝒓 > 𝟏 𝑿𝟐 = 𝒃 𝒓 − 𝟏

𝑿 = ± 𝒃 𝒓 − 𝟏 𝑿 = 𝒀 = ± 𝒃 𝒓 − 𝟏 𝒁 = 𝒓 − 𝟏
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𝒓برای  < 𝟏 ،
𝑿ثابت نقطه یتنها یک  = 𝒀 = 𝒁 = موضوعیت 𝟎

است ( attractor)جاذب ثابت، در واقع نقطه یاین . دارد
آن کل نقاط ( basin of attraction)بستر جذب و 

.  می باشد𝑿𝒀𝒁فضای 
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𝟏برای  < 𝒓 < 𝟏𝟑.𝟗𝟑 ،
ت ثابنقطه یثابت است که نقطه یدارای سه Lorenzمدل 

𝑿 = 𝒀 = 𝒁 =  repelling fixed)ثابت دافع نقطه ی𝟎

point)جاذب ثابت دیگر، نقطه یولی دو می باشد
(attracting fixed point=attractor )از این . هستند

𝒓رو،  = (  bifurcation point)شدن دوشاخهنقطه ی𝟏
.استLorenzمدل 
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𝟏برای مقادیر پارامتر ❖ < 𝒓 < 𝟏𝟑.𝟗𝟑

𝑿دیگر می شوداندکی از یک بیشتر 𝒓وقتی  = 𝒀 = 𝒁 = می گرددثابت دافعنقطه ییک 𝟎

.ناپایدار شدن حالت هدایتیو این یعنی 

❖ Initial States: 𝑿 = 𝟎 , 𝒀 = 𝟏 , 𝒁 = 𝟎

❖ 𝑿 = 𝟎 , 𝒀 = −𝟏 , 𝒁 = 𝟎

❖ Rayleigh number: 𝒓 = 𝟐. 𝟎

❖ Repelling fixed point: 𝑿 = 𝒀 = 𝒁 = 𝟎

❖ Attractive fixed points: 𝑿 = 𝒀 = ± 𝒃 𝒓 − 𝟏 , 𝒁 = 𝒓 − 𝟏

.گردپادساعتو دیگری با جهت گردش ساعتگردماندگار، یکی با جهت گردش همرفتیعنی 
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کجاست؟جاذب هابستر جذب هر کدام از این 

!نیاز استفرکتالبرای پرداختن به این موارد، به مفهوم هندسی 

ونه است؟با تغییر پارامتر سیستم چگ( بستر جذب)تغییر این نواحی نحوه ی
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𝒓برای مقادیر پارامتر ❖ > 𝟏𝟑.𝟗𝟑

ر ثابت دیگنقطه یدر اطراف دو 

شکل دافع ناحیه هاینیز 

ومی یابدو گسترش می گیرد

.دمی یاببستر جذب آنها کاهش 

❖ Initial States: 𝑿 = 𝟎 , 𝒀 = −𝟓 , 𝒁 = 𝟏𝟓

❖ Rayleigh number: 𝒓 = 𝟐𝟓

❖ 𝑿 = 𝒀 = 𝟖 , 𝒁 = 𝟐𝟒

❖ 𝑿 = 𝒀 = −𝟖 , 𝒁 = 𝟐𝟒

در این حالت، تغییرات وابسته

این در حالی است که. می گرددملاحظه متناظردماییبه زمان در جریان سیال و تغییرات 

.اختلاف دمای اعمالی خارجی مستقل از زمان است

لنقاط ثابت غیر مبدا، در شک

:شده اندبا ستاره مشخص 

64



:می پردازیمدر ادامه به بررسی رفتار سیستم در چند حالت متمایز 
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❖ Initial States: 𝑿 = 𝟎 , 𝒀 = −𝟓 , 𝒁 = 𝟏𝟓

❖ Rayleigh number: 𝒓 = 𝟏𝟔𝟎

.می شودپی در پی عوض ( پادساعتگرد-ساعتگرد)همرفتجهت 

ثانیه، رفتار 3پس از حدود 

دیده غیرسینوسیمتناوب 

!می شود

(شکستگی)تضرسعلت 

فاز چیست؟ترسیمه ی

حول صفر به چه مفهوم است؟ 𝒀و 𝑿نوسان متقارن 
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❖ Initial States: 𝑿 = 𝟎 , 𝒀 = −𝟓 , 𝒁 = 𝟏𝟓

❖ Rayleigh number: 𝒓 = 𝟏𝟓𝟎

:𝒁مشاهده ی تغییرات ناگهانی در رفتار تناوبی 

(period-doubling biforcation)2رفتار پریود 
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❖ Initial States: 𝑿 = 𝟎 , 𝒀 = −𝟓 , 𝒁 = 𝟏𝟓

❖ Rayleigh number: 𝒓 = 𝟏𝟒𝟔

4رفتار پریود 

. . .تا می یابد، این روند ادامه 𝒓با کاهش 
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❖ Initial States: 𝑿 = 𝟐𝟎 , 𝒀 = 𝟎 , 𝒁 = 𝟏𝟔𝟑

❖ Initial States: 𝑿 = 𝟐𝟎 , 𝒀 = 𝟎 , 𝒁 = 𝟏𝟔𝟔

❖ Rayleigh number: 𝒓 = 𝟏𝟒𝟑

، کاملامتغیرهاهمه یرفتار 

!می شودغیر تناوبی 

رآیا این رفتار نشانگ

آشوب است؟

ک نزدیتراژکتوری هایواگرایی

!به هم

period-doubling route to chaosو آشوباین یعنی 
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!  پیش بینیمعین ولی غیرقابل 

آنها آینده یهستند ولی deterministicآشوبناک سیستم هایبا این که ❖

!استپیش بینیغیر قابل 

.ندارند( closed form solution)پاسخ بسته آشوبناک سیستم های❖

ت سیستم لازم اسآینده یآشوبناک، برای تعیین رفتار سیستم هایدر ❖

.انجام گرددگام به گام انتگرال گیری

تی ممکن است اندکی تغییر در شرایط اولیه، حآشوب ناکسیستم هایدر ❖

.را نیز دچار تغییر نمایدمی شودجاذبی که پروفایل به آن ختم 

هستند از این رو، اگر شرایط اولیهdeterministicآشوبناک سیستم های

.نماییمپیش بینیرا تراژکتوریآینده یرفتار می توانیمبدانیم دقیقارا 

وجود دارد،نادقیقیاز آنجا که در عمل یا محاسبات عددی، همواره اندکی 

.استپیش بینیغیر قابل عملا سیستم آشوبناک آینده یرفتار 
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(Butterfly effect)پروانه ایاثر 

نزدیک به هم، تراژکتوری هایواگراییاثر 

.  ودمی شنامیده پروانه ایاثر نغز، استعاره ایدر 

1972در سال لورنزاین استعاره را اولین بار 

:در عنوان سخنرانی خود استفاده نمود

Predictability: Dos the Flap of a 

Butterfly’s Wings in Brazil set off

a Tornado in Texas?
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!چالش معینی و اراده

که ظاهرا در ( free will)اراده و ( Determinism)معینی چالش تضاد و ابهام بین 

!داردفلسفهمقابل آن است قدمتی طولانی در 

یط اولیه شراو قوانین نیرو ، آینده بر اساسنیوتونیبر اساس مکانیک 

از این دیدگاه، تمام اعمال ما. عالم قابل تعیین استموجودیت های

!کاملا معین است و اراده جایگاهی ندارد
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کتاب مقدمه یدر Pierre Simon Laplace(1827-1749 )فرانسوی ریاضی دان

Theory of Probabilityمی نویسد:

!جایگاهی برای شانس و اراده قائل نبودلاپلاس
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...که خود اسحاق نیوتن شواهدی تاریخی وجود دارد که 
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Quantom)کوانتومیمکانیک  Mechanics)

و امعینینروابط )با دیدگاهی کاملا متفاوت کوانتومیمکانیک در قرن بیستم، 

ین برابطه ی. را سست کردلاپلاسینگرش مطرح گردید که ( احتمالات ذاتی

. کتاب مورد بحث قرار گرفته است12و آشوب در فصل کوانتومیمکانیک 
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سوره مائده32آیه 

جزاىبه یارا جز به قصاص قتل، کسىهرکسکهداشتیممقرر اسرائیلبنىجهت بر اینبه 

را کسىهرکسباشد، و کشتههمه مردم را کهاست اینمانند بکشد، زمینروىفساد در 

راىبمعجزاتىما پیامبران، و همه مردم را زنده داشته باشدکهاست اینزنده بدارد مانند 

(32)کردندپیشهروىزیادهخویشسرزمیناز آنان در بسیارىآنان آوردند آنگاه 
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سیمولینکدر لورنزتوصیف مدل 

ሶ𝑿 = 𝒑 𝒀 − 𝑿

ሶ𝒀 = −𝑿𝒁 + 𝒓𝑿 − 𝒀
ሶ𝒁 = 𝑿𝒀 − 𝒃𝒁
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b=8/3; p=10; r=0.5; 

X0=0; Y0=1; Z0=0; 

sim('LorenzCS.mdl'),

t = SV.time;

X=SV.signals.values(:,1);

Y=SV.signals.values(:,2);

Z=SV.signals.values(:,3);

figure, set(gcf,'Position',[100 100 700 500]), % Figure 1.17

subplot(221), plot(t,X,'r','LineWidth',2), 

axis([0 10 0 1]), xlabel('time(sec)'), ylabel('X'), grid,

subplot(222), plot(t,Y,'r','LineWidth',2), 

axis([0 10 0 1]), xlabel('time(sec)'), ylabel('Y'), grid,

subplot(223), plot(t,Z,'r','LineWidth',2), 

axis([0 10 0 0.2]), xlabel('time(sec)'), ylabel('Z'), grid,

subplot(224), plot(X,Z,'b','LineWidth',2), 

axis([0 1 0 0.2]), xlabel('X'), ylabel('Z'), grid,

figure, plot3(X,Y,Z,'g','LineWidth',2), grid,

xlabel('X'), ylabel('Y'), zlabel('Z'),
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IS = [0 1 0; 0 0 1; 0 0.5 0; 1 0 0; 1 1 0.5; 1 0.5 0; 0.5 1 0.5];

ColorCode = [0 0 1; 0 1 0; 1 0 0; 1 1 0; 0 1 1; 1 0 1; 0 0 0];

figure,

for i=1:size(IS,1),

X0=IS(i,1); Y0=IS(i,2); Z0=IS(i,3);

sim('LorenzCS.mdl'),

t = SV.time;

X=SV.signals.values(:,1);

Y=SV.signals.values(:,2);

Z=SV.signals.values(:,3);

plot3(X,Y,Z,'LineWidth',2,'Color',ColorCode(i,:)), hold on,

end

grid, xlabel('X'), ylabel('Y'), zlabel('Z'),
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b=8/3; p=10; r=2; X0=0; Y0=1; Z0=0; 

sim('LorenzCS.mdl'),

t = SV.time;

X=SV.signals.values(:,1);

Y=SV.signals.values(:,2);

Z=SV.signals.values(:,3);

figure, plot(Y,Z,'r','LineWidth',2), hold on,

X0=0; Y0=-1; Z0=0; 

sim('LorenzCS.mdl'),

t = SV.time;

X=SV.signals.values(:,1);

Y=SV.signals.values(:,2);

Z=SV.signals.values(:,3);

plot(Y,Z,'r','LineWidth',2),

axis([-2 2 0 1.2]), xlabel('Y'), ylabel('Z'),

set(gcf,'Position',[200 200 600 300])
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b=8/3; p=10; r=25; X0=0; Y0=-5; Z0=15; 

sim('LorenzCS.mdl'),

t = SV.time;

X=SV.signals.values(:,1);

Y=SV.signals.values(:,2);

Z=SV.signals.values(:,3);

figure, set(gcf,'Position',[100 100 700 500]) 

subplot(221), plot(t,X,'b','LineWidth',2), 

axis([0 20 -20 20]), xlabel('time(sec)'), ylabel('X'),

subplot(222), plot(t,Y,'b','LineWidth',2), 

axis([0 20 -30 20]), xlabel('time(sec)'), ylabel('Y'),

subplot(223), plot(t,Z,'b','LineWidth',2), 

axis([0 20 5 40]), xlabel('time(sec)'), ylabel('Z'),

subplot(224),plot3(X,Y,Z,'g','LineWidth',2), axis([-20 20 -30 20 

5 40]),

hold on, plot3([8 -8],[8 -8],[24 24],'r*')

set(gca,'CameraPosition',[-200 250 200])

xlabel('X'), ylabel('Y'), zlabel('Z'), grid
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شدن به آشوبدوشاخهبرای مسیر برنامه ای
b=8/3; p=10; r=160; X0=0; Y0=-5; Z0=15; 

sim('LorenzCS.mdl'),

t = SV.time;

X=SV.signals.values(:,1);

Y=SV.signals.values(:,2);

Z=SV.signals.values(:,3);

figure, set(gcf,'Position',[20 20 1300 700]) 

subplot(3,4,1), plot(t,X,'b','LineWidth',1), 

axis([10 20 -50 50]), xlabel('time(sec)'), ylabel('X'),

subplot(3,4,2), plot(t,Y,'b','LineWidth',1), 

axis([10 20 -100 100]), xlabel('time(sec)'), ylabel('Y'),

subplot(3,4,3), plot(t,Z,'b','LineWidth',1), 

axis([10 20 50 250]), xlabel('time(sec)'), ylabel('Z'), grid,

subplot(3,4,4),plot(X(50000:end),Y(50000:end),'g','LineWidth',1), 

axis([-50 50 -80 80]), xlabel('X'), ylabel('Y'), 

text(-40,60,'r = 160')

hold on, plot([8 -8],[8 -8],'r*')

r=147; r=146.86; 
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شدن به آشوبدوشاخهبرای مسیر برنامه ای

b=8/3; p=10; r=160; X0=0; Y0=-5; Z0=15; 

sim('LorenzCS.mdl'),

t = SV.time;

X=SV.signals.values(:,1);

Y=SV.signals.values(:,2);

Z=SV.signals.values(:,3);

figure, set(gcf,'Position',[20 20 1100 700]) 

subplot(2,3,1),plot(X(50000:end),Y(50000:end),'b), 

axis([-50 50 -80 80]), xlabel('X'), ylabel('Y'), 

text(-40,60,'r = 160')

hold on, plot([8 -8],[8 -8],'r*')

... 

r=147;   r=146.86; r=143; r=131; r=105;   
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غیرخطیسیستم الکتریکی ❑
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:مبحثجمع بندی

ساده با رفتارهایی پیچیدهسیستم هایی❖

ابا وجود کاملا متفاوت بودن آنهسیستم هامهم در رفتارهای این شباهت های❖

ارامترتنها با اندکی تغییر پ( شدندوشاخه)ناگهانی چشم گیربروز تغییرات ❖

با ظاهری تصادفی در شرایط خاصغیرتناوبیبروز رفتارهای ❖

(می سازدمتمایز نویزکه آشوب را از )نزدیک به هم تراژکتوری هایواگرایی❖

آشوبپیچیده یخارجی برای بروز رفتار نویزعدم نیاز به پیچیدگی یا ❖

(period-doubling route to chaos)به آشوب 2روند پریود ❖

.می پردازیمکمی آشوب جهان شمولویژگی هایدر مبحث بعد به برخی 

(Universal Quantitative Features of Chaos)
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