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و آشوبغیرخطیدینامیک
و کاربردهای آن در مهندسی پزشکی
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آشوبجهان شمولی

مبحث دوم
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فهرست مطالب

مقدمه❑
(همگرایینسبت )Feigenbaumعدد دلتای ❑
واقعیسیستم هایدر همگرایینسبت ❑
Feigenbaumبا استفاده از دلتای پیش بینی❑

(مقیاس اندازه)Feigenbaumآلفایعدد ❑
خود همانندی❑
جهان شمولویژگی هایدیگر ❑
آشوبجهان شمولیو مدل ها❑
کامپیوترها و آشوب❑
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مقدمه

شیوه یارائه شده است نه بهتوصیفیشیوه یدر این مبحث نیز مطالب به 

!(استدلال قیاسی)استدلال از کل به جزء 

یرخطیغدر چند سیستم مشترککیفیویژگی هایدر مبحث قبل، به برخی 

. اشاره شد

لجهان شموکمیویژگی هایدر این مبحث، به طور اجمالی به معرفی برخی 

.می پردازیمسیستم هااین 
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فهرست مطالب

مقدمه❑✓
(همگرایینسبت )Feigenbaumعدد دلتای ❑
واقعیسیستم هایدر همگرایینسبت ❑
Feigenbaumبا استفاده از دلتای پیش بینی❑

(مقیاس اندازه)Feigenbaumآلفایعدد ❑
خود همانندی❑
جهان شمولویژگی هایدیگر ❑
آشوبجهان شمولیو مدل ها❑
کامپیوترها و آشوب❑
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:تاریخچه

کمی در توابع جهان شمولیشواهدی از وجود مشاهده یاین کشف، پشتوانه ی

.مختلف بود

Mitchell Feigenbaum: 1944-

ه در دو برابر شدن تناوب بجهان شمولکمی ویژگی های

برای ( period-doubling route to chaos)آشوب 

نظری، فیزیکداناولین بار توسط 

Mitchell feigenbaumکشف گردید.
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شدندوشاخهبر اساس نمودار 𝑑𝑛و 𝐴𝑛توصیف 

.

Fig. 2.3
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Feigenbaumتعریف عدد دلتای 

.

𝜹𝒏 =
𝑨𝒏 − 𝑨𝒏−𝟏
𝑨𝒏+𝟏 − 𝑨𝒏

𝜹 ≡ lim
𝒏→∞

𝜹𝒏 = 𝟒. 𝟔𝟔𝟗𝟐𝟎𝟏𝟔𝟏⋯
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supercycleپارامتر 

Feigenbaum محاسبه یبرای𝜹 پارامتر ازsupercycleاستفاده نمود.

Supercycle تناوب خاص بهorbit بیشینه یکه طول می گرددی با آن تناوب اطلاق

.را شامل باشد( 𝒙𝒎𝒂𝒙)تابع نگاشت 

logesticبرای  map مقدار ،𝒙𝒎𝒂𝒙 = .است𝟎.𝟓

𝑨𝒏
𝒔 آن، ازایمقداری از پارامتر که به𝒙𝒎𝒂𝒙 بخشی ازorbit 𝟐تناوب𝒏است.

.استآسان ترsupercycleتعریف پیاده سازیاز دیدگاه محاسبات عددی، 

زیرا شدن قابل تعیین استدوشاخهدر موارد آزمایشگاهی، تنها مقادیر نقاط 

.استنامعینآن 𝒙𝒎𝒂𝒙تابع نگاشت و 

11



:مثال
logesticبرای supercycleشدن و دوشاخهمقدار پارامتر در نقاط  map به همراه

مقادیر . زیر داده شده استدرجدولsine mapبرای supercycleمقدار پارامتر 

𝜹𝒏 را محاسبه نموده و با𝜹 = .مقایسه کنید…𝟒.𝟔𝟔𝟗𝟐𝟎𝟏𝟔𝟏
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𝜹𝟐 =
𝑨𝟐 − 𝑨𝟏
𝑨𝟑 − 𝑨𝟐

𝜹𝟐 =
𝟑. 𝟒𝟗𝟑𝟏 − 𝟑. 𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎

𝟑. 𝟓𝟒𝟒𝟎𝟐 − 𝟑. 𝟒𝟗𝟑𝟏
= 𝟗. 𝟔𝟖𝟑𝟖𝟐

:حل مثال

𝜹𝟑 =
𝑨𝟑 − 𝑨𝟐
𝑨𝟒 − 𝑨𝟑

𝜹𝟑 =
𝟑. 𝟓𝟒𝟒𝟎𝟐 − 𝟑. 𝟒𝟗𝟑𝟏

𝟑. 𝟓𝟔𝟒𝟑𝟕 − 𝟑. 𝟓𝟒𝟒𝟎𝟐
= 𝟐. 𝟓𝟎𝟐𝟐𝟏

𝜹𝟒 =
𝑨𝟒 − 𝑨𝟑
𝑨𝟓 − 𝑨𝟒

𝜹𝟒 =
𝟑. 𝟓𝟔𝟒𝟑𝟕 − 𝟑. 𝟓𝟒𝟒𝟎𝟐

𝟑. 𝟓𝟔𝟖𝟕𝟓 − 𝟑. 𝟓𝟔𝟒𝟑𝟕
= 𝟒. 𝟔𝟒𝟔𝟏𝟏

𝜹𝟐 =
𝑨𝟐
𝒔 − 𝑨𝟏

𝒔

𝑨𝟑
𝒔 − 𝑨𝟐

𝒔 = 𝟒. 𝟔𝟖𝟏𝟒𝟕

𝜹𝟑 =
𝑨𝟑
𝒔 − 𝑨𝟐

𝒔

𝑨𝟒
𝒔 − 𝑨𝟑

𝒔 = 𝟒. 𝟔𝟓𝟔𝟗𝟖

𝜹𝟒 =
𝑨𝟒
𝒔 − 𝑨𝟑

𝒔

𝑨𝟓
𝒔 − 𝑨𝟒

𝒔 = 𝟒. 𝟔𝟖𝟒𝟖𝟐

𝜹𝟐 =
𝑩𝟐
𝒔 − 𝑩𝟏

𝒔

𝑩𝟑
𝒔 − 𝑩𝟐

𝒔 = 𝟒. 𝟓𝟕𝟖𝟐𝟓

𝜹𝟑 =
𝑩𝟑
𝒔 − 𝑩𝟐

𝒔

𝑩𝟒
𝒔 − 𝑩𝟑

𝒔 = 𝟒. 𝟔𝟓𝟒𝟑𝟐

𝜹𝟒 =
𝑩𝟒
𝒔 − 𝑩𝟑

𝒔

𝑩𝟓
𝒔 − 𝑩𝟒

𝒔 = 𝟒. 𝟔𝟐𝟖𝟓𝟕
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.

Box (page:51)
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فهرست مطالب

مقدمه❑
(همگرایینسبت )Feigenbaumعدد دلتای ❑
واقعیسیستم هایدر همگرایینسبت ❑
Feigenbaumبا استفاده از دلتای پیش بینی❑

(مقیاس اندازه)Feigenbaumآلفایعدد ❑
خود همانندی❑
جهان شمولویژگی هایدیگر ❑
آشوبجهان شمولیو مدل ها❑
کامپیوترها و آشوب❑

✓

✓
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فهرست مطالب

مقدمه❑
(همگرایینسبت )Feigenbaumعدد دلتای ❑
واقعیسیستم هایدر همگرایینسبت ❑
Feigenbaumبا استفاده از دلتای پیش بینی❑

(مقیاس اندازه)Feigenbaumآلفایعدد ❑
خود همانندی❑
جهان شمولویژگی هایدیگر ❑
آشوبجهان شمولیو مدل ها❑
کامپیوترها و آشوب❑

✓

✓

✓
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:پیش بینی شرایط بروز آشوب
.

20

𝜹 ≡ lim
𝒏→∞

𝑨𝒏 − 𝑨𝒏−𝟏
𝑨𝒏+𝟏 − 𝑨𝒏

𝜹 ≅
𝑨𝒏 − 𝑨𝒏−𝟏
𝑨𝒏+𝟏 − 𝑨𝒏

، رابطه ای برای Feigenbaumبا استفاده از رابطه ی تقریبی تعریف عدد دلتای : مثال

.در شرایط بروز آشوب به دست آورید𝑨پیش بینی مقدار پارامتر 



𝜹 =
𝑨𝒏 − 𝑨𝒏−𝟏
𝑨𝒏+𝟏 − 𝑨𝒏

𝜹 =
𝑨𝟐 − 𝑨𝟏
𝑨𝟑 − 𝑨𝟐

𝑨𝟑 = 𝑨𝟐 − 𝑨𝟏
𝟏

𝜹
+ 𝑨𝟐

𝜹 =
𝑨𝟑 − 𝑨𝟐
𝑨𝟒 − 𝑨𝟑

𝑨𝟒 = 𝑨𝟑 − 𝑨𝟐
𝟏

𝜹
+ 𝑨𝟑

𝑨𝟒 = 𝑨𝟐 − 𝑨𝟏
𝟏

𝜹
+ 𝑨𝟐 − 𝑨𝟐

𝟏

𝜹
+ 𝑨𝟐 − 𝑨𝟏

𝟏

𝜹
+ 𝑨𝟐

𝑨𝟒 = 𝑨𝟐 − 𝑨𝟏
𝟏

𝜹
+
𝟏

𝜹𝟐
+ 𝑨𝟐

𝜹 =
𝑨𝟒 − 𝑨𝟑
𝑨𝟓 − 𝑨𝟒

𝑨𝟓 = 𝑨𝟒 − 𝑨𝟑
𝟏

𝜹
+ 𝑨𝟒

𝑨𝟓 = 𝑨𝟐 − 𝑨𝟏
𝟏

𝜹
+
𝟏

𝜹𝟐
+ 𝑨𝟐 − 𝑨𝟐 − 𝑨𝟏

𝟏

𝜹
+ 𝑨𝟐

𝟏

𝜹
+ 𝑨𝟒

𝑨𝟓 = 𝑨𝟐 − 𝑨𝟏
𝟏

𝜹𝟐
𝟏

𝜹
+ 𝑨𝟐 − 𝑨𝟏

𝟏

𝜹
+
𝟏

𝜹𝟐
+ 𝑨𝟐

𝑨𝟓 = 𝑨𝟐 − 𝑨𝟏
𝟏

𝜹
+
𝟏

𝜹𝟐
+
𝟏

𝜹𝟑
+ 𝑨𝟐

𝑨∞ = 𝑨𝟐 − 𝑨𝟏
𝟏

𝜹 − 𝟏
+ 𝑨𝟐

:می دانیم
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𝑨𝟑 = 𝑨𝟐 − 𝑨𝟏
𝟏

𝜹
+ 𝑨𝟐

𝑨𝟒 = 𝑨𝟐 − 𝑨𝟏
𝟏

𝜹
+
𝟏

𝜹𝟐
+ 𝑨𝟐

𝑨𝒏 = 𝑨𝟐 − 𝑨𝟏
𝟏

𝜹
+
𝟏

𝜹𝟐
+⋯+

𝟏

𝜹𝒏−𝟐
+ 𝑨𝟐

𝑨𝟓 = 𝑨𝟐 − 𝑨𝟏
𝟏

𝜹
+
𝟏

𝜹𝟐
+
𝟏

𝜹𝟑
+ 𝑨𝟐

:بر اساس محتوای اسلاید قبل داریم

𝑨𝒏 = 𝑨𝟐 − 𝑨𝟏
𝟏 − 𝜹−𝒏+𝟐

𝜹 − 𝟏
+ 𝑨𝟐

𝑨∞ = 𝑨𝟐 − 𝑨𝟏
𝟏

𝜹 − 𝟏
+ 𝑨𝟐

𝑨∞ − 𝑨𝒏 𝜹𝒏 = 𝑨𝟐 − 𝑨𝟏
𝜹𝟐

𝜹 − 𝟏

ثابت کنید: مثال

از این رابطه به دفعات در . است𝒏دقت کنید که عبارت سمت راست مستقل از 
. مباحث بعدی استفاده خواهد شد

𝑨∞ − 𝑨𝒏 𝜹𝒏 = 𝑨𝟐 − 𝑨𝟏
𝜹𝟐

𝜹 − 𝟏
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فهرست مطالب

مقدمه❑
(همگرایینسبت )Feigenbaumعدد دلتای ❑
واقعیسیستم هایدر همگرایینسبت ❑
Feigenbaumبا استفاده از دلتای پیش بینی❑

(مقیاس اندازه)Feigenbaumآلفایعدد ❑
خود همانندی❑
جهان شمولویژگی هایدیگر ❑
آشوبجهان شمولیو مدل ها❑
کامپیوترها و آشوب❑

✓

✓

✓

✓
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!در نسبت اندازهجهان شمولی

.

𝒅𝟏
𝒅𝟐

=?
𝒅𝟐
𝒅𝟑

=?

𝒅𝟐
𝒅′𝟐

=?
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Feigenbaumآلفایتعریف عدد 

.

𝜶 ≡ lim
𝒏→∞

𝒅𝒏
𝒅𝒏+𝟏

= 𝟐. 𝟓𝟎𝟐𝟗⋯
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برای محاسبه نسبت اندازهFeigenbaumروش 

❖.

.
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Feigenbaumمناسب بودن مقدار دلتای : بحث

.استدرست عدد مناسبی Feigenbaumعدد دلتای 

!، شرایط را تحلیل کنید(50یا 40مثلا )باشد بزرگ تربه مراتب 𝜹اگر مقدار : الف

.، شرایط را تحلیل کنید(1مقداری نزدیک به )باشد کوچک تربه مراتب 𝜹اگر مقدار : ب

یع رخ در این شرایط، دو برابر شدن تناوب با تغییر مقدار پارامتر چنان سر

.آزمایشگاهی آن بسیار مشکل خواهد بودمشاهده یخواهد داد که 

𝜹مثلا برای  = 𝑨𝟑، اختلاف 𝟓𝟎 − 𝑨𝟐 اختلاف 0/02حدود𝑨𝟐 − 𝑨𝟏

𝑨𝟒است  و اختلاف  − 𝑨𝟑 اختلاف 0/0004حدود𝑨𝟐 − 𝑨𝟏می باشد.

ف
ل ال

حلی
ت

:

خش و در این شرایط، دو برابر شدن تناوب با تغییر مقدار پارامتر بسیار پ

وسیع از پارامتر محدوده ایاز این رو لازم خواهد بود . گسترده خواهد بود

نظیر مدار مواردیاین موضوع در . مشاهده گرددهمگراییدنبال شود تا 

.محدود کننده باشدمی توانددیودی

ب
ل 

حلی
ت

:
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Feigenbaumآلفایمناسب بودن مقدار : تمرین
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Feigenbaumآلفایارتباط مقادیر دلتا و : سوال
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آزمایشگاهی دادگانبر اساس 𝜶تعیین 

:دمی گردلحاظ دو شاخه شدن مرتبه بالا نسبت اندازه، محدودیت نظریدر توصیف 

در حالی که،

واجه مدو شاخه شدن مرتبه پایین نسبت اندازه با محدودیت آزمایشگاهیدر تعیین 

.هستیم

𝜶 ≡ lim
𝒏→∞

𝒅𝒏
𝒅𝒏+𝟏

= 𝟐. 𝟓𝟎𝟐𝟗⋯

High-order bifurcation

Low-order bifurcation

:واژه نامه
شدن مرتبه بالادوشاخه

شدن مرتبه پاییندوشاخه
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فهرست مطالب

مقدمه❑
(همگرایینسبت )Feigenbaumعدد دلتای ❑
واقعیسیستم هایدر همگرایینسبت ❑
Feigenbaumبا استفاده از دلتای پیش بینی❑

(مقیاس اندازه)Feigenbaumآلفایعدد ❑
خود همانندی❑
جهان شمولویژگی هایدیگر ❑
آشوبجهان شمولیو مدل ها❑
کامپیوترها و آشوب❑

✓

✓

✓

✓

✓
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(self-similarity)خودهمانندی
، (high-order bifurcation)با فرض دو شاخه شدن مرتبه بالا 

گردد؟بخش سبز رنگ همانندآبی رنگبخش لازم است تا دستکاری هاییچه 

گردد؟بخش سبز رنگ همانند بخش قرمز رنگ لازم است تا دستکاری هاییچه 

اصطلاحاخودهمانندموجودیت های

زیرا اغلبمی شوندنامیده فرکتال

!استغیرصحیحبعد هندسی آنها 
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(self-similarity)خودهمانندی

در چیست؟خودهمانندیاهمیت ❖

از مدل است که از آنجزئیاتیساختار هندسی، مستقل از ویژگی هایبسیاری از 

.حاصل شده است
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!مثالی دیگر

!ژن ها! یک سلول فرد! یک انسان❖

.
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فهرست مطالب

مقدمه❑
(همگرایینسبت )Feigenbaumعدد دلتای ❑
واقعیسیستم هایدر همگرایینسبت ❑
Feigenbaumبا استفاده از دلتای پیش بینی❑

(مقیاس اندازه)Feigenbaumآلفایعدد ❑
خود همانندی❑
جهان شمولویژگی هایدیگر ❑
آشوبجهان شمولیو مدل ها❑
کامپیوترها و آشوب❑

✓

✓

✓

✓

✓

✓
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جهان شمولویژگی هایدیگر 
به اعدادغیرخطیسیستم هایکشف شده برای جهان شمولویژگی های

Feigenbaum نمی شودمحدود.

اکآشوبنسیستم هایدر طیف توان جهان شمولی❖

آشوبناکسیستم هاینویزدر اثر جهان شمولی❖

...

!طرح یک سوال مهم...
 هایسیستمکمی برای تمام ویژگی هایآیا این 

برقرار است؟غیرخطی
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فهرست مطالب

مقدمه❑
(همگرایینسبت )Feigenbaumعدد دلتای ❑
واقعیسیستم هایدر همگرایینسبت ❑
Feigenbaumبا استفاده از دلتای پیش بینی❑

(مقیاس اندازه)Feigenbaumآلفایعدد ❑
خود همانندی❑
جهان شمولویژگی هایدیگر ❑
آشوبجهان شمولیو مدل ها❑
کامپیوترها و آشوب❑

✓

✓

✓

✓

✓

✓

✓
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آشوبجهان شمولیو مدل ها
:مورد بحث قرار گرفتمدل هاییدر مبحث نخست، 

logesticمدل ❖ mapبرای رشد جمعیت بیولوژیکی

سیالهمرفتبرای Lorenzمدل ❖

!تعریف مدل؟
!استفاده از مدل؟مزیت های

!ملاحظات استفاده از مدل؟

؟
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فهرست مطالب

مقدمه❑
(همگرایینسبت )Feigenbaumعدد دلتای ❑
واقعیسیستم هایدر همگرایینسبت ❑
Feigenbaumبا استفاده از دلتای پیش بینی❑

(مقیاس اندازه)Feigenbaumآلفایعدد ❑
خود همانندی❑
جهان شمولویژگی هایدیگر ❑
آشوبجهان شمولیو مدل ها❑
کامپیوترها و آشوب❑

✓

✓

✓

✓

✓

✓

✓

✓
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کامپیوترها و آشوب
:پدیده است2مدیون غیرخطیدینامیکآشوب و حوزه یدر پیشرفت ها

الاکامپیوترهای دیجیتال سرعت ب❖

گرافیک کامپیوتری❖

.استبه کامپیوتر نیازغیرخطیدینامیکمعادلاتبرای دستیابی به حل عددی ✓

خطیغیرسیستم هایگرافیک کامپیوتری راهی برای به تصویر کشیدن رفتار ✓

ستم تا چگونگی تغییر رفتار سیستم با تغییر پارامترهای سیمی سازدفراهم 

.مشهود گردد

پیچیده یهرچند مفاهیمی نظری نیز نیاز است تا به آنچه در انبوه رفتارهای ✓

.سازمان داده شودمی گرددمشاهده غیرخطیسیستم های
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چالشیمسئله یطرح یک 

و واز یک س«نزدیک به همتراژکتوری هایواگرایی»با توجه به 

از سوی دیگر،«گرد کردن در محاسبات کامپیوترینویز»

یابی جهت دستتراژکتوری هابه نتایج محاسبات می توانچگونه 

به نتایج قابل اعتماد امید داشت؟
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فهرست مطالب

مقدمه❑
(همگرایینسبت )Feigenbaumعدد دلتای ❑
واقعیسیستم هایدر همگرایینسبت ❑
Feigenbaumبا استفاده از دلتای پیش بینی❑

(مقیاس اندازه)Feigenbaumآلفایعدد ❑
خود همانندی❑
جهان شمولویژگی هایدیگر ❑
آشوبجهان شمولیو مدل ها❑
✓کامپیوترها و آشوب❑

✓

✓

✓

✓

✓

✓

✓

✓
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