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و آشوبغیرخطیدینامیک
و کاربردهای آن در مهندسی پزشکی
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در فضای حالت یک بعدیدینامیک

بخش اول-مبحث سوم
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فهرست مطالب

فضای حالت❑
به اولمرتدیفرانسیلمعادلاتبا توصیف شدهسیستم های❑
No-Intersectionقضیه ی❑

جاذب هاو باتلفسیستم های❑
یک بعدیفضای حالت ❑
در نزدیکی نقاط ثابتتیلورسری خطی سازی❑
یک بعدیدر فضای حالت تراژکتوری ها❑
بازنگری مفهوم اتلاف❑
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اصطلاحات فضای حالت
متغیر حالت❖

.سیستمدینامیکیتعداد متغیرهای مورد نیاز برای تعیین حالت 

فضای حالت❖

فضای حالتبُعد❖
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فنر-سیستم جرم: مثال
.یریددر نظر بگایده الو فنر نقطه ایفنر با جرم -یک سیستم جرم

𝒎 نشانگر جرم ذره و𝒌ثابت فنر است  .

اده داولیه یحاکم بر حرکت ذره را بنویسید و با شرایط معادلات
.شده، موقعیت و سرعت ذره را تعیین نمایید

𝒙 𝒕 = 𝒙𝟎 𝒄𝒐𝒔𝝎𝒕 +
ሶ𝒙𝟎
𝝎
𝒔𝒊𝒏𝝎𝒕

ሶ𝒙 𝒕 = −𝝎 𝒙𝟎 𝒔𝒊𝒏𝝎𝒕 + ሶ𝒙𝟎 𝒄𝒐𝒔𝝎𝒕

𝑭 𝒙 = 𝒎
𝒅𝟐𝒙

𝒅𝒕𝟐
= −𝒌𝒙

ቚ𝒙
𝒕=𝟎

= 𝒙𝟎 , ቚሶ𝒙
𝒕=𝟎

= ሶ𝒙𝟎

نقانون دوم نیوت:  , 𝝎 =
𝒌

𝒎

:داریمدیفرانسیلبا حل معادله 

و به دست آوردنሶ𝒙از مشتق گیریبا 

ሷ𝒙 ی کندمسیستم صدق دیفرانسیلنشان دهید که پاسخ در معادله.

𝒙است زیرا دو درجه آزادی این سیستم  𝒕 وሶ𝒙 𝒕 به طور کامل رفتار سیستم را

𝒙. می کندتوصیف  𝒕 وሶ𝒙 𝒕نشانگر متغیرهای حالت سیستم هستند  .

.است2این سیستم فضای حالتبُعدبه عبارت دیگر، 
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:فنر-برای سیستم جرم(phase portrait)فاز بازنمود❖

:تراژکتوری

متناوب بستهتراژکتوری های(: cycle)سیکل 

Phase portrait :آغاز شده از نقاط اولیه متفاوتتراژکتوری هایاز مجموعه ای.
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نکاتی در رابطه با اصطلاحات

فضای حالت و فضای فاز❖

.
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درجه آزادی: نکاتی در رابطه با اصطلاحات
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مثال
𝒙فنر و با استفاده از روابط -برای سیستم جرم 𝒕 وሶ𝒙 𝒕 ،

.خواهند بودبیضی هاییدر فضای حالت به صورت تراژکتوری هانشان دهید : الف

با کدام نقاط سیکل  است؟متناظرموقعیت در حرکت جرم کران های: ب

با کدام نقاط سیکل است؟متناظربیشترین سرعت جرم : ج

پتانسیل چگونه است؟-جنبشیانرژی هایتبادل : د

𝒙 𝒕 = 𝒙𝟎 𝒄𝒐𝒔𝝎𝒕 +
ሶ𝒙𝟎
𝝎
𝒔𝒊𝒏𝝎𝒕

ሶ𝒙 𝒕 = −𝝎 𝒙𝟎 𝒔𝒊𝒏𝝎𝒕 + ሶ𝒙𝟎 𝒄𝒐𝒔𝝎𝒕
𝟏

𝝎
ሶ𝒙 𝒕 = − 𝒙𝟎 𝒔𝒊𝒏𝝎𝒕 +

ሶ𝒙𝟎
𝝎

𝒄𝒐𝒔𝝎𝒕

𝒙 𝒕
𝟐
+

𝟏

𝝎
ሶ𝒙 𝒕

𝟐

= 𝒙𝟎 𝒄𝒐𝒔𝝎𝒕 +
ሶ𝒙𝟎
𝝎
𝒔𝒊𝒏𝝎𝒕

𝟐

+ − 𝒙𝟎 𝒔𝒊𝒏𝝎𝒕 +
ሶ𝒙𝟎
𝝎

𝒄𝒐𝒔𝝎𝒕

𝟐

= 𝒙𝟎 𝒄𝒐𝒔𝝎𝒕
𝟐 +

ሶ𝒙𝟎
𝝎
𝒔𝒊𝒏𝝎𝒕

𝟐

+ 𝟐
𝒙𝟎 ሶ𝒙𝟎
𝝎

𝒄𝒐𝒔𝝎𝒕 𝒔𝒊𝒏𝝎𝒕

+ − 𝒙𝟎 𝒔𝒊𝒏𝝎𝒕
𝟐 +

ሶ𝒙𝟎
𝝎

𝒄𝒐𝒔𝝎𝒕

𝟐

− 𝟐
𝒙𝟎 ሶ𝒙𝟎
𝝎

𝒄𝒐𝒔𝝎𝒕 𝒔𝒊𝒏𝝎𝒕 = 𝒙𝟎
𝟐 +

ሶ𝒙𝟎
𝝎

𝟐
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مثال
𝒙فنر و با استفاده از روابط -برای سیستم جرم 𝒕 وሶ𝒙 𝒕 ،

.خواهند بودبیضی هاییدر فضای حالت به صورت تراژکتوری هانشان دهید : الف

با کدام نقاط سیکل  است؟متناظرموقعیت در حرکت جرم کران های: ب

با کدام نقاط سیکل است؟متناظربیشترین سرعت جرم : ج

پتانسیل چگونه است؟-جنبشیانرژی هایتبادل : د
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فهرست مطالب

فضای حالت❑
به اولمرتدیفرانسیلمعادلاتبا توصیف شدهسیستم های❑
No-Intersectionقضیه ی❑

جاذب هاو باتلفسیستم های❑
یک بعدیفضای حالت ❑
در نزدیکی نقاط ثابتتیلورسری خطی سازی❑
یک بعدیدر فضای حالت تراژکتوری ها❑
بازنگری مفهوم اتلاف❑

✓
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به اولمرتدیفرانسیلمعادلاتتوصیف سیستم با 

حالت به سه متغیر حالت جهت توصیف. سیستمی با سه درجه آزادی در نظر بگیرید

مرتبه سیلدیفرانسیستم در قالب سه معادله دینامیکفرض کنید . سیستم نیاز است

.باشدقابل توصیفاول 

𝒉و 𝒇 ،𝒈در توابع 𝒘و 𝒖 ،𝒗در حالت کلی، هر سه متغیر کهاز آنجا که 

.   رددمی گاطلاق شده کوپلدیفرانسیلمعادلاتدستگاه حضور دارند به آن 

و یک یا چند ( ولی نه به مشتق زمانی آنها)𝒘و 𝒖 ،𝒗به متغیرهای 𝒉و 𝒇 ،𝒈توابع 

.وابسته اند( که صراحتا ذکر نشده)پارامتر کنترلی 

ሶ𝒖 = 𝒇 𝒖, 𝒗,𝒘

ሶ𝒗 = 𝒈 𝒖, 𝒗,𝒘

ሶ𝒘 = 𝒉 𝒖, 𝒗,𝒘
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غیرخودمختارو خودمختارسیستم های

زمانهچنانچاول،مرتبهدیفرانسیلمعادلهدستگاهباشدهتوصیفسیستم هایدر

اینغیردرو(autonomous)خودمختارراسیستمباشدنشدهظاهرتوابعدر

.می نامیم(nonautonomous)غیرخودمختارراسیستمصورت،

رخودمختاسیستم  : مثال

ሶ𝒖 = 𝒇 𝒖, 𝒗,𝒘

ሶ𝒗 = 𝒈 𝒖, 𝒗,𝒘

ሶ𝒘 = 𝒉 𝒖, 𝒗,𝒘

رغیرخودمختاسیستم  : مثال

ሶ𝒖 = 𝒇 𝒖, 𝒗, 𝒕

ሶ𝒗 = 𝒈 𝒖, 𝒗, 𝒕
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انداردفرم استفنر به -توصیف سیستم جرم: مثال

حاکم بر لدیفرانسیمعادله پیش ترکه ایده آلو فنر نقطه ایفنر با جرم -سیستم جرم

.یی کنیدمرتبه اول بازنمادیفرانسیلمعادلاتآن تعیین گردید را به صورت دستگاه 

ሶ𝒙 = 𝒗

ሶ𝒗 =
−𝒌

𝒎
𝒙

𝒎
𝒅𝟐𝒙

𝒅𝒕𝟐
= −𝒌𝒙
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توصیف به فرم استاندارد: تمرین

(  رتبه اولمدیفرانسیلمعادلاتدستگاه )زیر را به فرم استاندارد دیفرانسیلمعادلات

.بودن هر سیستم نظر دهیدغیرخودمختار/ خودمختاردر مورد . تبدیل نمایید

ሶ𝒙 = 𝒗

ሶ𝒗 = −𝒌𝒙 + 𝜸𝒗

𝒅𝟐𝒙

𝒅𝒕𝟐
= −𝒌𝒙 + 𝜸 ሶ𝒙 :الف

𝒅𝟑𝒙

𝒅𝒕𝟑
= 𝒃𝒙𝟐 :ب

𝒅𝟐𝒙

𝒅𝒕𝟐
= 𝒌𝒙 + 𝒃 𝒔𝒊𝒏𝝎𝒕 :ج

حل الف: 

ሶ𝒙 = 𝒗

ሶ𝒗 = 𝒘

ሶ𝒘 = 𝒃𝒙𝟐

حل ب: 

ሶ𝒙 = 𝒗

ሶ𝒗 = 𝒌𝒙 + 𝒃 𝒔𝒊𝒏𝝎𝒕
حل ج: 

autonomous

autonomous

nonautonomous
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ختارخودمبه غیرخودمختارمعادلاتتبدیل دستگاه 

ای برای این منظور، زمان را به عنوان متغیر حالت جدیدی تعریف نموده و بعد فض

.می دهیمحالت را یکی افزایش 

ሶ𝒘 =
𝒅𝒕

𝒅𝒕
= 𝟏

ሶ𝒖 = 𝒇 𝒖, 𝒗, 𝒕

ሶ𝒗 = 𝒈 𝒖, 𝒗, 𝒕

ሶ𝒖 = 𝒇 𝒖, 𝒗,𝒘

ሶ𝒗 = 𝒈 𝒖, 𝒗,𝒘

ሶ𝒘 = 𝟏

مربوط روش هایبا غیرخودمختاربا این تکنیک، امکان پرداختن به سیستم 

عد، افزایش بفایدهدر مقابل این . می گرددفراهم خودمختارسیستم هایبه 

.است که باید پرداخت گردد ایهزینهفضای حالت، 
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:سوال

برای( مرتبه اولدیفرانسیلمعادلاتدستگاه )علت استفاده از فرم استاندارد 

چیست؟دینامیکیمعادلات

( fixed points)نقاط ثابتعلت اصلی، فراهم شدن امکان تعیین سریع 

.سیستم است

:یادآوری
ت نقاط ثابت، نقاطی در فضای حالت اس

در که مشتق زمانی تمام متغیرهای حالت
.آنها برابر صفر است
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انداردروش تعیین نقاط ثابت در توصیف به فرم است

:در نقاط ثابت، مشتق زمانی متغیرهای حالت برابر صفر است یعنی

ሶ𝒖 = 𝒇 𝒖, 𝒗,𝒘

ሶ𝒗 = 𝒈 𝒖, 𝒗,𝒘

ሶ𝒘 = 𝒉 𝒖, 𝒗,𝒘

ሶ𝒖 = ሶ𝒗 = ሶ𝒘 = 𝟎

𝒇 𝒖, 𝒗, 𝒘 = 𝟎

𝒈 𝒖, 𝒗,𝒘 = 𝟎

𝒉 𝒖, 𝒗,𝒘 = 𝟎
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:سوال
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:سوال

ادلاتمعدستگاه )هر سیستمی را به فرم استاندارد دینامیکیمعادلاتمی توانآیا 

بازنمایی کرد؟( مرتبه اولدیفرانسیل

:نظیر. شودبی نهایتولی ممکن است تعداد متغیرهای حالت سیستم ! بله

ورد در این شرایط نیز معمولا تنها چند م! خوشبختانه
.  است( active)درجه آزادی سیستم فعال بی نهایتاز 

له سیستم را با تعداد محدودی معادمی تواناز این رو، 
.انجام شدلورنزمانند آنچه برای مدل . کردمدل

!(زئیمشتق ج)جزئیدیفرانسیلمعادلاتتوصیف شده با سیستم های✓

خاصمشتقی-انتگرالیمعادلاتتوصیف شده با سیستم های✓

تاخیر زمانیمعادلاتبا سیستم های✓
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فهرست مطالب

فضای حالت❑
به اولمرتدیفرانسیلمعادلاتبا توصیف شدهسیستم های❑
No-Intersectionقضیه ی❑

جاذب هاو باتلفسیستم های❑
یک بعدیفضای حالت ❑
در نزدیکی نقاط ثابتتیلورسری خطی سازی❑
یک بعدیدر فضای حالت تراژکتوری ها❑
بازنگری مفهوم اتلاف❑

✓

✓
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(:No-Intersection theorem)عدم تلاقیقضیه 

𝒕متمایز در تراژکتوری هایکه حالت هاییعبارت داخل پرانتز،  → نقطه یبه ∞

وری هاتراژکتمی گوییماز این رو، اصطلاحا . می کندرا مستثنی می روندیکسانی 

.می شوندبه آن نقطه نزدیک مجانبیبه صورت 
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الت با سیستم، به فضای حبُعدبه دلایلی نظیر عدم اطلاع از تراژکتوریچنانچه 

این در. دبارها خودش را قطع کنتراژکتوریتصویر گردد ممکن است پایین تربُعد

.  نمی کندبا خود تلاقی پیدا تراژکتوریکامل، بُعدحالی است که در 

:عدم تلاقیقضیه یتخطی ظاهری از ❖

...با پارامترهایلورنزسیستم : مثال✓

❖ Initial States: 𝑿 = 𝟎 , 𝒀 = −𝟓 , 𝒁 = 𝟏𝟓

❖ Rayleigh number: 𝒓 = 𝟐𝟓
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فهرست مطالب

فضای حالت❑
به اولمرتدیفرانسیلمعادلاتبا توصیف شدهسیستم های❑
No-Intersectionقضیه ی❑

جاذب هاو باتلفسیستم های❑
یک بعدیفضای حالت ❑
در نزدیکی نقاط ثابتتیلورسری خطی سازی❑
یک بعدیدر فضای حالت تراژکتوری ها❑
بازنگری مفهوم اتلاف❑

✓

✓

✓
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(:Dissipative systems)باتلفسیستم های

سیستم آغاز به کارنحوه یمستقل از تقریبا ،باتلفسیستم هایرفتار طولانی مدت 

قطه، در فضای حالت به چند نتراژکتوریبا تلف، با گذر زمان، سیستم هایدر . است

نامیده ( attractor)جاذب که می شودمنحنی، ناحیه یا موجودیت هندسی ختم 

.می شود
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❑ Attractor 

❑ Basin of attraction

❑ Fractal basin boundaries

❑ Riddled basin of attraction

❑ Separatrix
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فهرست مطالب

فضای حالت❑
به اولمرتدیفرانسیلمعادلاتبا توصیف شدهسیستم های❑
No-Intersectionقضیه ی❑

جاذب هاو باتلفسیستم های❑
یک بعدیفضای حالت ❑
در نزدیکی نقاط ثابتتیلورسری خطی سازی❑
یک بعدیدر فضای حالت تراژکتوری ها❑
بازنگری مفهوم اتلاف❑

✓

✓

✓

✓
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:فضای حالت یک بعدی

.است( 𝒙محور )، یک خط بعُدیفضای حالت یک ➢

یم را به تعدادی ناحیه بدون تعامل تقس( فضای حالت)𝒙نقاط ثابت، محور ➢

د ثابت باشنقطه یاولیه بین دو نقطه یبه عبارت دیگر، اگر . می کند

.هرگز این ناحیه را ترک نخواهد کردتراژکتوری

:یبُعدنکاتی در رابطه با فضای حالت یک ❖

Noninteracting region
:واژه نامه

ناحیه بدون تعامل

ሶ𝒙 = 𝒇 𝒙 : تمسیسدینامیکیمعادله

ሶ𝒙 = تعیین نقاط ثابت: 𝟎 ⋯
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:انواع نقاط ثابت در فضای حالت یک بعدی

(sinkیا node) جاذب ➢

(sourceیا repellor) دافع ➢

(saddle point)زینینقطه ➢

نزدیک را تراژکتوری هایثابتی است که نقطه ی، جاذب

.می کندجذب 

نزدیک را تراژکتوری هایثابتی است که نقطه ی، دافع

.می کنددفع 

یکتراژکتوری هایثابتی است که نقطه ی، زینینقطه 

.می کندسوی دیگر را دفع تراژکتوری هایسو را جذب  و 
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Node و نقطه ثابت پایدار راrepeller

.گویندنقطه ثابت ناپایدار را 

Stable fixed point

Unstable fixed point

:واژه نامه
نقطه ثابت پایدار

نقطه ثابت ناپایدار
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:ثابتنقطه یروش تعیین نوع 
𝒇محاسبه ی شیب تابع  𝒙 نسبت به𝒙 ثابت نقطه یدر(𝒙𝟎:)

𝝀 = ቤ
𝒅𝒇 𝒙

𝒅𝒙
𝒙=𝒙𝟎

این روش چیست؟پشتوانه یمی دانیدآیا 

𝝀 مقدار مشخصه(characteristic value)یا

eigen)مقدار ویژه  value) می شودنقطه ثابت نامیده.
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𝝀تحلیل شرایط  = 𝟎:
𝒇در این شرایط، مشتق دوم  𝒙 نسبت به𝑥 می کنیمرا تعیین،

.استnodeباشد مقدار منفی در سمت راستو مثبت در سمت چپمقدار اگر دارای 

.استrepellerباشد مقدار مثبت در سمت راستو منفی در سمت چپمقدار اگر دارای 

.استtype-1 saddle pointباشد مقدار مثبت در سمت راستو مثبت در سمت چپمقدار اگر دارای 

.استtype-2 saddle pointباشد مقدار منفی در سمت راستو منفی در سمت چپمقدار اگر دارای 
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پایداری ساختاری نقاط ثابت

ثابت نقطه ی، ماهیت(مثلا با تغییر پارامتر کنترلی)اگر اندکی تغییر در شکل یا موقعیت تابع 

. گوییم( structurally stable)پایدار ساختاری ثابت را نقطه یدچار تغییر نشود 

را ثابت ناپدید گردد یا تغییر ماهیت دهد آننقطه یدر مقابل، چنانچه با اندکی تغییر، 

.گوییم(structurally unstable)ناپایدار ساختاری 

Structural stability
:واژه نامه

پایداری ساختاری
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است زیرا با اندکی تغییر در تابع (structurally stable)پایدار ساختاری نقاط ثابت، 

ت بدون تغییر ثابنقطه ینظیر بالا یا پایین بردن یا حتی با اندکی تغییر شکل آن، ماهیت 

.می ماندباقی 

پایداری ساختاری: مثال❖

ی؟نقاط ثابت شکل زیر پایدار ساختاری است یا ناپایدار ساختار
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است زیرا اندکی تغییر در تابع (structurally unstable)ناپایدار ساختاری نقاط ثابت، 

دافع-اذبزوج جنظیر بالا یا پایین بردن موجب ناپدید شدن نقطه ثابت یا تبدیل آن به 

.می گردد

ساختاریناپایداری: مثال❖

ا؟نقاط ثابت شکل زیر پایدار ساختاری است یا ناپایدار ساختاری؟ چر
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فهرست مطالب

فضای حالت❑
به اولمرتدیفرانسیلمعادلاتبا توصیف شدهسیستم های❑
No-Intersectionقضیه ی❑

جاذب هاو باتلفسیستم های❑
یک بعدیفضای حالت ❑
در نزدیکی نقاط ثابتتیلورسری خطی سازی❑
یک بعدیدر فضای حالت تراژکتوری ها❑
بازنگری مفهوم اتلاف❑

✓

✓

✓

✓

✓

37



نزدیکی نقطه ثابتدر تیلورسری خطی سازی
𝒇تابع تیلوربسط سری  𝑿 را در همسایگی نقطه ثابت(𝑿𝟎:)ሶ𝑿 = 𝒇 𝑿

𝒇 𝑿 = 𝒇 𝑿𝟎 +
𝟏

𝟏!
𝑿 − 𝑿𝟎 ቤ

𝒅𝒇

𝒅𝑿
𝑿=𝑿𝟎

+
𝟏

𝟐!
𝑿 − 𝑿𝟎

𝟐 อ
𝒅𝟐𝒇

𝒅𝑿𝟐
𝑿=𝑿𝟎

+⋯

𝒇:تاسدینامیکینقطه ثابت سیستم 𝑿𝟎با توجه به این که  𝑿𝟎 = 𝟎

ሶ𝑿 =
𝟏

𝟏!
𝑿 − 𝑿𝟎 ቤ

𝒅𝒇

𝒅𝑿
𝑿=𝑿𝟎

+
𝟏

𝟐!
𝑿 − 𝑿𝟎

𝟐 อ
𝒅𝟐𝒇

𝒅𝑿𝟐
𝑿=𝑿𝟎

+⋯

:مثابت دارینقطه یاز تراژکتوریبه عنوان فاصله 𝒙با تعریف متغیر 

𝒙 = 𝑿 − 𝑿𝟎 ሶ𝒙 = ሶ𝑿 ሶ𝒙 =
𝟏

𝟏!
𝒙 ቤ
𝒅𝒇

𝒅𝑿
𝑿=𝑿𝟎

+
𝟏

𝟐!
𝒙𝟐 อ

𝒅𝟐𝒇

𝒅𝑿𝟐
𝑿=𝑿𝟎

+⋯

.دکرچشم پوشیاز جملات دوم و به بعد می توانثابت، با تقریب نقطه یدر نزدیکی 

ሶ𝒙 ≅ 𝒙 ቤ
𝒅𝒇

𝒅𝑿
𝑿=𝑿𝟎

𝝀 ≡ ቤ
𝒅𝒇

𝒅𝑿
𝑿=𝑿𝟎

مقدار مشخصه

یا مقدار ویژه

متمایز شده بخش های
.دمقادیر ثابتی هستن

ሶ𝒙 ≅ 𝝀𝒙

𝒙:مداریدیفرانسیلبا حل این معادله  𝒕 = 𝒙 𝟎 𝒆𝝀𝒕
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:سوال

نقطه یو فرض نزدیک بودن به ( ثابتنقطه یفاصله از )𝒙با در نظر داشتن تعریف 

𝒙به دست آمده برای رابطه یثابت،  𝒕را تحلیل کنید!

ا در لازم به تاکید است که این نتایج تنه
ط ثابت که تقریب بسنقطه یهمسایگی 

ل نخست، توصیف قابجمله یبا دو تیلور
.می باشدقبولی است معتبر 

𝝀اگر ✓ < .  سدتا به صفر برمی یابدثابت کاهش نقطه یاز تراژکتوریفاصله یباشد 𝟎

.می رودثابت نقطه یبه تراژکتوریبه عبارت دیگر، 

𝝀اگر ✓ > یگر، به عبارت د. می یابدثابت افزایش نقطه یبا تراژکتوریفاصله یباشد 𝟎

(.می شوددفع )می شودثابت دور نقطه یاز تراژکتوری

𝒙 𝒕 = 𝒙 𝟎 𝒆𝝀𝒕
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𝝀 لیاپانوفنمای به نام(𝑳𝒚𝒂𝒑𝒖𝒏𝒐𝒗 𝒆𝒙𝒑𝒐𝒏𝒆𝒏𝒕) می شودنیز نامیده.

𝝀 ≡ ቤ
𝒅𝒇

𝒅𝑿
𝑿=𝑿𝟎

مقدار مشخصه

یا مقدار ویژه

40



فهرست مطالب

فضای حالت❑
به اولمرتدیفرانسیلمعادلاتبا توصیف شدهسیستم های❑
No-Intersectionقضیه ی❑

جاذب هاو باتلفسیستم های❑
یک بعدیفضای حالت ❑
در نزدیکی نقاط ثابتتیلورسری خطی سازی❑
یک بعدیدر فضای حالت تراژکتوری ها❑
بازنگری مفهوم اتلاف❑

✓

✓

✓

✓

✓

✓
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:تراژکتوری هابررسی رفتار 

با فرض پیوستگی تابع،

.باشندnodeهر دو نمی توانندثابت پشت سر هم نقطه یدو ❖

.باشندrepellerهر دو نمی توانندپشت سر هم نقطه یدو ❖

.باشندsaddle IIو saddle Iنمی توانندثابت پشت سر هم نقطه یدو ❖

تراژکتوری ها( local)رفتار محلی 

در حوالی نقطه ثابت
تراژکتوری ها( global)رفتار سراسری 

بر اساس 

ارتباط بین موقعیت نقاط ثابت

بر اساس 

مشتق زمانی تابع در نقطه ثابت
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:مثال

مشخص 𝑿𝟏و 𝑿𝟎برچسب هایکه با )nodesدر فضای حالت یک بعدی، بین دو 

.وجود داشته باشدrepellerباید یک ( شده اند

،تراژکتوری هابودن ( bounded)کران داربا فرض پیوستگی تابع و محدودیت 

در سمت چپ saddle Iباشد یا nodeباید xنقاط ثابت روی محور بیرونی ترین❖

.در سمت راستsaddle IIو 

.هم باشدnodeاست بایستی سمت دافع آن یک saddleاگر سیستم دارای ❖
43



:ثابتبا دانستن نقاطتراژکتوری هاتعیین رفتار 

یا سمتnodeبه سمت saddleها یا سمت دافع repellerاز تراژکتوری هاجهت 

.می گرددرسم saddleجاذب 
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فهرست مطالب

فضای حالت❑
به اولمرتدیفرانسیلمعادلاتبا توصیف شدهسیستم های❑
No-Intersectionقضیه ی❑

جاذب هاو باتلفسیستم های❑
یک بعدیفضای حالت ❑
در نزدیکی نقاط ثابتتیلورسری خطی سازی❑
یک بعدیدر فضای حالت تراژکتوری ها❑
بازنگری مفهوم اتلاف❑

✓

✓

✓

✓

✓

✓

✓
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بازنگری مفهوم اتلاف

ا تلفدر مورد بمی توانباشد ... و ویسکوزیته، اصطکاکاگر سیستم فیزیکی دارای 

یابیهستیم که امکان ارزابزاری ریاضیبودن سیستم نظر داد ولی اینجا به دنبال 

.راهم سازدرا فحاکم بر سیستمدینامیکیمعادلاتبی تلف بودن سیستم از / با تلف 

ینامیکیدمعادلاتبا تلف یا بدون تلف بودن سیستمی که با می توانچگونه 
توصیف شده است را تعیین نمود؟
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.از شرایط اولیه را در نظر بگیرید( cluster)دسته ای

نسبتبهپاره خطبا یک می تواناز شرایط اولیه را دسته ایدر فضای حالت یک بعدی، 

.کوچک نشان داد

ول در فضای حالت، طتراژکتوریمی خواهیم ببینیم با گذر زمان و جابجایی نقاط 

𝑳پاره خط = 𝑿𝑩 − 𝑿𝑨 می کندچه تغییری.
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𝒅𝑳

𝒅𝒕
=

𝒅

𝒅𝒕
𝑿𝑩 − 𝑿𝑨 =

𝒅

𝒅𝒕
𝑿𝑩 −

𝒅

𝒅𝒕
𝑿𝑨 = ሶ𝑿𝑩 − ሶ𝑿𝑨 = 𝒇 𝑿𝑩 − 𝒇 𝑿𝑨

𝒇مشخص است اگر  𝑿𝑩 < 𝒇 𝑿𝑨 می یابدبا گذر زمان کاهش پاره خطباشد طول  .

:داریمتیلورکافی کوتاه باشد از بسط اندازه یبه پاره خطچنانچه طول 

𝟏

𝑳

𝒅𝑳

𝒅𝒕
≅ ቤ
𝒅𝒇

𝒅𝑿
𝑿𝑨

:بالای اسلاید داریمرابطه یبا جایگزینی این رابطه در 

𝒇 𝑿𝑩 = 𝒇 𝑿𝑨 +
𝟏

𝟏!
𝑿𝑩 − 𝑿𝑨 ቤ

𝒅𝒇

𝒅𝑿
𝑿𝑨

+
𝟏

𝟐!
𝑿𝑩 − 𝑿𝑨

𝟐 อ
𝒅𝟐𝒇

𝒅𝑿𝟐
𝑿𝑨

+⋯

𝒇 𝑿𝑩 ≅ 𝒇 𝑿𝑨 + 𝑿𝑩 − 𝑿𝑨 ቤ
𝒅𝒇

𝒅𝑿
𝑿𝑨

𝒇 𝑿𝑩 − 𝒇 𝑿𝑨 ≅ 𝑳 ቤ
𝒅𝒇

𝒅𝑿
𝑿𝑨
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(وفلیاپانمقدار مشخصه یا نمای )دقت کنید عبارت سمت راست مشابه تعریف مقدار ویژه 
.در نقطه ثابت است

𝟏

𝑳

𝒅𝑳

𝒅𝒕
≅ ቤ
𝒅𝒇

𝒅𝑿
𝑿𝑨

𝒅𝒇

𝒅𝒙
پیوستگی، در همسایگی آن نیز منفی خواهد بود واسطه یمنفی است و به nodeدر 

، node؛ بنابراین در حوالی (ساختاری را از بحث کنار بگذاریدناپایدارینقاط ثابت با )
می یابدکاهش پاره خططول 

.  ثابت مطرح کردیمنقطه یتا اینجا بحث را متمرکز در حوالی 

گسترشrepellerاز شرایط اولیه ابتدا هنگام دور شدن از مجموعه ایدر حالت کلی، 
.می شوندفشرده nodeو در ادامه، با نزدیک شدن به می یابند
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قضیه یاز شده ایآنچه در اینجا مطرح شد حالت ساده 
قضیه ی. است(divergence theorem)دیورژانس
مطرح خواهد فضای حالت دو بعدی در بخش دیورژانس

.شد
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فهرست مطالب

فضای حالت❑
به اولمرتدیفرانسیلمعادلاتبا توصیف شدهسیستم های❑
No-Intersectionقضیه ی❑

جاذب هاو باتلفسیستم های❑
یک بعدیفضای حالت ❑
در نزدیکی نقاط ثابتتیلورسری خطی سازی❑
یک بعدیدر فضای حالت تراژکتوری ها❑
✓بازنگری مفهوم اتلاف❑

✓

✓

✓

✓

✓

✓

✓
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