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و آشوبغیرخطیدینامیک
و کاربردهای آن در مهندسی پزشکی
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در فضای حالت دو بعدیدینامیک

بخش دوم-مبحث سوم
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فهرست مطالب

حالت خاص–فضای حالت دو بعدی ❑
حالت عام–فضای حالت دو بعدی ❑
مقادیر مشخصه مختلط❑
دیورژانسقضیه یتلف و ❑
برای مقادیر مشخصهژاکوبینماتریس ❑
(limit cycle)سیکل حدی ❑
و پایداری سیکل حدیپوانکارهقطع ❑
شدندوشاخهقضیه ی❑

(bifurcation theorem)
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دوبعدیفضای حالت 

نقاط ثابت: 

ሶ𝑿𝟏 = 𝒇𝟏 𝑿𝟏, 𝑿𝟐

ሶ𝑿𝟐 = 𝒇𝟐 𝑿𝟏, 𝑿𝟐

𝝏𝒇𝟏
𝝏𝑿𝟏

,
𝝏𝒇𝟏
𝝏𝑿𝟐

توری هاتراژکثابت و رفتار نقطه یمشابه فضای حالت یک بعدی، انتظار داریم ماهیت 

.در نقاط ثابت قابل تعیین باشد𝒇𝟐و 𝒇𝟏در همسایگی نقاط ثابت با مشتق 

𝒇𝟏 𝑿𝟏, 𝑿𝟐 = 𝟎

𝒇𝟐 𝑿𝟏, 𝑿𝟐 = 𝟎

𝝏𝒇𝟐
𝝏𝑿𝟏

,
𝝏𝒇𝟐
𝝏𝑿𝟐

!ولی چگونه؟
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حالت خاص-فضای حالت دو بعدی

𝝏𝒇𝟏
𝝏𝑿𝟏

= 𝝀𝟏 ,
𝝏𝒇𝟏
𝝏𝑿𝟐

= 𝟎

(:فقط در مجاورت نقطه ثابت)در حالت خاص، فرض کنید 

𝝏𝒇𝟐
𝝏𝑿𝟏

= 𝟎 ,
𝝏𝒇𝟐
𝝏𝑿𝟐

= 𝝀𝟐

(  characteristic directions)مشخصه جهت های𝑿𝟐و 𝑿𝟏در این شرایط، محورهای 

.می باشند𝝀𝟐و 𝝀𝟏متناظرمقادیر مشخصه با 
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. باشندغیرصفرمقادیر حقیقی 𝝀𝟐و 𝝀𝟏اگر 
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(saddle point)« زینینقطه »توصیف مفهومی 

𝒇𝟏 𝒙, 𝒚 = −
𝝏𝒈 𝒙, 𝒚

𝝏𝒙

𝒇𝟐 𝒙, 𝒚 = −
𝝏𝒈 𝒙, 𝒚

𝝏𝒚
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:چند اصطلاحمعرفی 

که مستقیما به سمت می سازندرا تراژکتوری هاییاز نقاط که مجموعه ای

.می شوندیا مستقیما از آن دور می روندزینینقطه ی

:زینینقطه ییک تغییرناپذیرمنیفولدهای❖

که مستقیما به سمت می سازندرا تراژکتوری هاییاز نقاط که مجموعه ای

.می روندزینینقطه ی

:پایدارمنیفولد❖

نقطه یکه مستقیما از می سازندرا تراژکتوری هاییاز نقاط که مجموعه ای

.می شونددور زینی

:ناپایدارمنیفولد❖

invariant manifold

stable manifold

Unstable manifold

:واژه نامه
تغییرناپذیرمنیفولد

پایدارمنیفولد

ناپایدارمنیفولد
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!   های آنout-setها و in-setو زینیاهمیت نقطه 

❖in-set ها وout-set رُبعفضای حالت را به چهار زینیهای نقطه(quadrant ) تقسیم

.  می کنند

هستند و در یک هذلولیها، بخشی از یک out-setها و in-setغیر تراژکتوری های❖

.  می شوندمحدود رُبع

.می شودنامیده ( hyperbolic point)هذلولی، نقطه زینیاز این رو، این نوع نقطه ❖

❖In-set ها وout-set ها بخشی ازseparatrix می دهدفضای حالت را تشکیل.

مقادیرا بزینینقطه از نوع ثابتنقطه ییک در فضای حالت دو بعدی، سیستمی با 

در نظر بگیرید؛غیرصفرمشخصه 

ه به تمام نقاط ثابتی که مقادیر مشخص( hyperbolic)هذلولیدر حقیقت اصطلاح 

رصفرغی، بخش حقیقی مقادیر مشخصه آنها دقیق تریا به عبارت )دارند غیرصفر

.می گردداطلاق ( است
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:سوال

است ( hyperbolic)هذلولییک بعدی که در بخش قبل بحث شد نقطه زینینقطه 

؟(nonhyperbolic)هذلولییا غیر 

(nonhyperbolic)غیرهذلولی
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فهرست مطالب

حالت خاص–فضای حالت دو بعدی ❑
حالت عام–فضای حالت دو بعدی ❑
مقادیر مشخصه مختلط❑
دیورژانسقضیه یتلف و ❑
برای مقادیر مشخصهژاکوبینماتریس ❑
(limit cycle)سیکل حدی ❑
و پایداری سیکل حدیپوانکارهقطع ❑
شدندوشاخهقضیه ی❑

(bifurcation theorem)

✓
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حالت عام-فضای حالت دو بعدی

𝝏𝒇𝟏
𝝏𝑿𝟏

≠ 𝟎 ,
𝝏𝒇𝟏
𝝏𝑿𝟐

≠ 𝟎

:باشندغیرصفردر حالت عام، چنانچه هر چهار مشتق جزئی 

𝝏𝒇𝟐
𝝏𝑿𝟏

≠ 𝟎 ,
𝝏𝒇𝟐
𝝏𝑿𝟐

≠ 𝟎

ثابت وجود دارد هرچند در حالت کلی، نقطه یبا متناظرباز هم دو مقدار مشخصه 

!نیست𝑿𝟐و 𝑿𝟏آنها دیگر متناظرمشخصه جهت های
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:داریم𝑿𝟏𝟎,𝑿𝟐𝟎مرتبه اول حول نقطه ثابت معادلاتبرای تیلوربا نوشتن بسط سری 

ሶ𝑿𝟏 = 𝒇𝟏 𝑿𝟏, 𝑿𝟐 = 𝑿𝟏 − 𝑿𝟏𝟎 ቤ
𝒅𝒇𝟏
𝒅𝑿𝟏 (𝑿𝟏𝟎,𝑿𝟐𝟎)

+ 𝑿𝟐 − 𝑿𝟐𝟎 ቤ
𝒅𝒇𝟏
𝒅𝑿𝟐 (𝑿𝟏𝟎,𝑿𝟐𝟎)

+⋯

:ها داریم، مقادیر ثابتی هستند و با نامگذاری قراردادی آنمتمایز شدهبخش هایتوجه کنید که 

𝒇𝒊𝒋 = อ
𝒅𝒇𝒊
𝒅𝑿𝒋

(𝑿𝟏𝟎,𝑿𝟐𝟎)

:، داریمنخستجمله یبا تعریف متغیرهای جدید به صورت انحراف از نقاط ثابت و تقریب با دو 

ሶ𝑿𝟐 = 𝒇𝟐 𝑿𝟏, 𝑿𝟐 = 𝑿𝟏 − 𝑿𝟏𝟎 ቤ
𝒅𝒇𝟐
𝒅𝑿𝟏 (𝑿𝟏𝟎,𝑿𝟐𝟎)

+ 𝑿𝟐 − 𝑿𝟐𝟎 ቤ
𝒅𝒇𝟐
𝒅𝑿𝟐 (𝑿𝟏𝟎,𝑿𝟐𝟎)

+⋯

ሶ𝑿𝟏 = 𝑿𝟏 − 𝑿𝟏𝟎 𝒇𝟏𝟏 + 𝑿𝟐 − 𝑿𝟐𝟎 𝒇𝟏𝟐 +⋯

ሶ𝑿𝟐 = 𝑿𝟏 − 𝑿𝟏𝟎 𝒇𝟐𝟏 + 𝑿𝟐 − 𝑿𝟐𝟎 𝒇𝟐𝟐 +⋯

𝒙𝟏 = 𝑿𝟏 − 𝑿𝟏𝟎 ሶ𝒙𝟏 = ሶ𝑿𝟏

𝒙𝟐 = 𝑿𝟐 − 𝑿𝟐𝟎 ሶ𝒙𝟐 = ሶ𝑿𝟐

ሶ𝒙𝟏 = 𝒇𝟏𝟏𝒙𝟏 + 𝒇𝟏𝟐𝒙𝟐 +⋯

ሶ𝒙𝟐 = 𝒇𝟐𝟏𝒙𝟏 + 𝒇𝟐𝟐𝒙𝟐 +⋯

ሶ𝒙𝟏 ≅ 𝒇𝟏𝟏𝒙𝟏 + 𝒇𝟏𝟐𝒙𝟐

ሶ𝒙𝟐 ≅ 𝒇𝟐𝟏𝒙𝟏 + 𝒇𝟐𝟐𝒙𝟐
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:داریممعادلاتاول دستگاه معادله یاز این رابطه، از 𝒙𝟐برای حذف 

:یسیممی نوآن را مشخصه یمعادله ، دیفرانسیلمعادله پاسخ عمومیبرای تعیین 

ሶ𝒙𝟏 ≅ 𝒇𝟏𝟏𝒙𝟏 + 𝒇𝟏𝟐𝒙𝟐

ሶ𝒙𝟐 ≅ 𝒇𝟐𝟏𝒙𝟏 + 𝒇𝟐𝟐𝒙𝟐

ሶ𝒙𝟏 = 𝒇𝟏𝟏𝒙𝟏 + 𝒇𝟏𝟐𝒙𝟐 ሷ𝒙𝟏 = 𝒇𝟏𝟏 ሶ𝒙𝟏 + 𝒇𝟏𝟐 ሶ𝒙𝟐

ሷ𝒙𝟏 = 𝒇𝟏𝟏 ሶ𝒙𝟏 + 𝒇𝟏𝟐 𝒇𝟐𝟏𝒙𝟏 + 𝒇𝟐𝟐𝒙𝟐

ሷ𝒙𝟏 = 𝒇𝟏𝟏 ሶ𝒙𝟏 + 𝒇𝟏𝟐𝒇𝟐𝟏𝒙𝟏 + 𝒇𝟐𝟐𝒇𝟏𝟐𝒙𝟐

𝒇𝟏𝟐𝒙𝟐 = ሶ𝒙𝟏 − 𝒇𝟏𝟏𝒙𝟏 ሷ𝒙𝟏 = 𝒇𝟏𝟏 ሶ𝒙𝟏 + 𝒇𝟏𝟐𝒇𝟐𝟏𝒙𝟏 + 𝒇𝟐𝟐 ሶ𝒙𝟏 − 𝒇𝟏𝟏𝒙𝟏

ሷ𝒙𝟏 − 𝒇𝟏𝟏 + 𝒇𝟐𝟐 ሶ𝒙𝟏 + 𝒇𝟏𝟏𝒇𝟐𝟐 − 𝒇𝟏𝟐𝒇𝟐𝟏 𝒙𝟏 = 𝟎

𝝀𝟐 − 𝒇𝟏𝟏 + 𝒇𝟐𝟐 𝝀 + 𝒇𝟏𝟏𝒇𝟐𝟐 − 𝒇𝟏𝟐𝒇𝟐𝟏 = 𝟎

𝝀± =
𝒇𝟏𝟏 + 𝒇𝟐𝟐 ± 𝒇𝟏𝟏 + 𝒇𝟐𝟐

𝟐 − 𝟒 𝒇𝟏𝟏𝒇𝟐𝟐 − 𝒇𝟏𝟐𝒇𝟐𝟏
𝟐

حقیقی خواهند بود و −𝝀و +𝝀مشخصه یاگر عبارت زیر رادیکال مثبت باشد مقادیر 
.مختلط خواهند بودمقادیریدر غیر این صورت، 
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:ازعبارت استدیفرانسیلدر نتیجه پاسخ عمومی معادله 

general solution : 𝒙𝟏 𝒕 = 𝑪𝒆𝝀+𝒕 + 𝑫𝒆𝝀−𝒕

C وD مقادیر ثابتی است که به کمک شرایط اولیه𝒙𝟏 𝒙𝟐و 𝟎 .قابل تعیین است𝟎

مل توجه کنید که در انتخاب متغیرهای فضای حالت، آزادی ع
جفت متغیرهای دیگر می توان، 𝒙𝟐و 𝒙𝟏علاوه بر . وجود دارد

ا حاکم، بمعادلاترا نیز انتخاب کرد زیرا طبق ሶ𝒙𝟏و 𝒙𝟏نظیر 
.را به دست آورد𝒙𝟐می توانداشتن آن دو 

انتخاب متغیرهای فضای حالت تاثیری بر رفتار هندسی
.نخواهد داشتتراژکتوری ها
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:تمرین

𝒇𝟏𝟐نشان دهید اگر  = 𝒇𝟐𝟏 = به مقادیر حالت ( −𝝀و +𝝀) باشد مقادیر مشخصه 𝟎

𝝀𝟏خاص یعنی  = 𝒇𝟏𝟏 و𝝀𝟐 = 𝒇𝟐𝟐 می شودساده.

𝝀± =
𝒇𝟏𝟏 + 𝒇𝟐𝟐 ± 𝒇𝟏𝟏 + 𝒇𝟐𝟐

𝟐 − 𝟒 𝒇𝟏𝟏𝒇𝟐𝟐 − 𝒇𝟏𝟐𝒇𝟐𝟏
𝟐

𝒊𝒇 𝒇𝟏𝟐 = 𝒇𝟐𝟏 = 𝟎 𝝀± =
𝒇𝟏𝟏 + 𝒇𝟐𝟐 ± 𝒇𝟏𝟏 + 𝒇𝟐𝟐

𝟐 − 𝟒𝒇𝟏𝟏𝒇𝟐𝟐
𝟐

𝝀± =
𝒇𝟏𝟏 + 𝒇𝟐𝟐 ± 𝒇𝟏𝟏

𝟐 + 𝒇𝟐𝟐
𝟐 − 𝟐𝒇𝟏𝟏𝒇𝟐𝟐

𝟐

𝝀± =
𝒇𝟏𝟏 + 𝒇𝟐𝟐 ± 𝒇𝟏𝟏 − 𝒇𝟐𝟐

𝟐

𝟐

𝝀+ =
𝒇𝟏𝟏 + 𝒇𝟐𝟐 + 𝒇𝟏𝟏 − 𝒇𝟐𝟐

𝟐
= 𝒇𝟏𝟏

𝝀− =
𝒇𝟏𝟏 + 𝒇𝟐𝟐 − 𝒇𝟏𝟏 − 𝒇𝟐𝟐

𝟐
= 𝒇𝟐𝟐
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:تمرین

general solution : 𝒙𝟏 𝒕 = 𝑪𝒆𝝀+𝒕 + 𝑫𝒆𝝀−𝒕 𝒙𝟏 𝟎 = 𝑪 + 𝑫

ሶ𝒙𝟏 𝒕 = 𝑪𝝀+𝒆
𝝀+𝒕 + 𝑫𝝀−𝒆

𝝀−𝒕

ሶ𝒙𝟏 𝒕 = 𝒇𝟏𝟏𝒙𝟏 𝒕 + 𝒇𝟏𝟐𝒙𝟐 𝒕
𝒇𝟏𝟏𝒙𝟏 𝒕 + 𝒇𝟏𝟐𝒙𝟐 𝒕 = 𝑪𝝀+𝒆

𝝀+𝒕 + 𝑫𝝀−𝒆
𝝀−𝒕

𝒇𝟏𝟏𝒙𝟏 𝟎 + 𝒇𝟏𝟐𝒙𝟐 𝟎 = 𝑪𝝀+ + 𝑫𝝀−

𝒇𝟏𝟏𝒙𝟏 𝟎 + 𝒇𝟏𝟐𝒙𝟐 𝟎 = 𝑪𝝀+ + 𝒙𝟏 𝟎 − 𝑪 𝝀−

𝒇𝟏𝟏𝒙𝟏 𝟎 + 𝒇𝟏𝟐𝒙𝟐 𝟎 − 𝝀−𝒙𝟏 𝟎 = 𝑪 𝝀+ − 𝝀−

𝑪 = 𝒇𝟏𝟏𝒙𝟏 𝟎 + 𝒇𝟏𝟐𝒙𝟐 𝟎 − 𝝀−𝒙𝟏 𝟎 / 𝝀+ − 𝝀−

𝑫 = 𝒙𝟏 𝟎 − 𝑪

𝑫 = 𝒙𝟏 𝟎 − 𝒇𝟏𝟏𝒙𝟏 𝟎 + 𝒇𝟏𝟐𝒙𝟐 𝟎 − 𝝀−𝒙𝟏 𝟎 / 𝝀+ − 𝝀−
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:تمرین

:داریممعادلاتاول دستگاه معادله یاز این رابطه، از 𝒙𝟏برای حذف 

ሶ𝒙𝟏 ≅ 𝒇𝟏𝟏𝒙𝟏 + 𝒇𝟏𝟐𝒙𝟐

ሶ𝒙𝟐 ≅ 𝒇𝟐𝟏𝒙𝟏 + 𝒇𝟐𝟐𝒙𝟐

ሶ𝒙𝟐 = 𝒇𝟐𝟏𝒙𝟏 + 𝒇𝟐𝟐𝒙𝟐 ሷ𝒙𝟐 = 𝒇𝟐𝟏 ሶ𝒙𝟏 + 𝒇𝟐𝟐 ሶ𝒙𝟐

ሷ𝒙𝟐 = 𝒇𝟐𝟏 𝒇𝟏𝟏𝒙𝟏 + 𝒇𝟏𝟐𝒙𝟐 + 𝒇𝟐𝟐 ሶ𝒙𝟐

ሷ𝒙𝟐 = 𝒇𝟏𝟏𝒇𝟐𝟏𝒙𝟏 + 𝒇𝟐𝟏𝒇𝟏𝟐𝒙𝟐 + 𝒇𝟐𝟐 ሶ𝒙𝟐

𝒇𝟐𝟏𝒙𝟏 = ሶ𝒙𝟐 − 𝒇𝟐𝟐𝒙𝟐

ሷ𝒙𝟐 − 𝒇𝟏𝟏 + 𝒇𝟐𝟐 ሶ𝒙𝟐 + 𝒇𝟏𝟏𝒇𝟐𝟐 − 𝒇𝟏𝟐𝒇𝟐𝟏 𝒙𝟐 = 𝟎

ሷ𝒙𝟐 = 𝒇𝟏𝟏 ሶ𝒙𝟐 − 𝒇𝟐𝟐𝒙𝟐 + 𝒇𝟐𝟏𝒇𝟏𝟐𝒙𝟐 + 𝒇𝟐𝟐 ሶ𝒙𝟐
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فهرست مطالب

حالت خاص–فضای حالت دو بعدی ❑
حالت عام–فضای حالت دو بعدی ❑
مقادیر مشخصه مختلط❑
دیورژانسقضیه یتلف و ❑
برای مقادیر مشخصهژاکوبینماتریس ❑
(limit cycle)سیکل حدی ❑
و پایداری سیکل حدیپوانکارهقطع ❑
شدندوشاخهقضیه ی❑

(bifurcation theorem)

✓

✓
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:ثابتنقطه یارتباط مقادیر ویژه و رفتار 

repeller

𝝀± =
𝒇𝟏𝟏 + 𝒇𝟐𝟐 ± 𝒇𝟏𝟏 + 𝒇𝟐𝟐

𝟐 − 𝟒 𝒇𝟏𝟏𝒇𝟐𝟐 − 𝒇𝟏𝟐𝒇𝟐𝟏
𝟐

𝒊𝒇 𝝀: 𝒓𝒆𝒂𝒍 & 𝒑𝒐𝒔𝒊𝒕𝒊𝒗𝒆

node𝒊𝒇 𝝀: 𝒓𝒆𝒂𝒍 & 𝒏𝒆𝒈𝒂𝒕𝒊𝒗𝒆

𝒊𝒇 𝝀: 𝒄𝒐𝒎𝒑𝒍𝒆𝒙 𝝀± = 𝑹± 𝒋𝛀 , 𝛀 ≠ 𝟎

𝑹 =
𝒇𝟏𝟏 + 𝒇𝟐𝟐

𝟐

𝛀 =
𝟏

𝟐
𝒇𝟏𝟏 + 𝒇𝟐𝟐

𝟐 − 𝟒 𝒇𝟏𝟏𝒇𝟐𝟐 − 𝒇𝟏𝟐𝒇𝟐𝟏

.مزدوج مختلط یکدیگرند−𝝀و +𝝀مشخصه یدو مقدار 
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:تراژکتوریبررسی رفتار 

𝒙𝟏 𝒕 = 𝑪𝒆𝝀+𝒕 + 𝑫𝒆𝝀−𝒕

𝒙𝟏 𝒕 = 𝑪𝒆 𝑹+𝒋𝛀 𝒕 +𝑫𝒆 𝑹−𝒋𝛀 𝒕

𝒙𝟏 𝒕 = 𝒆𝑹𝒕 𝑪𝒆+𝒋𝛀𝒕 + 𝑫𝒆−𝒋𝛀𝒕

𝒙𝟏با فرض حالت خاص  𝟎 = :خواهیم داشت𝟎

𝑪 = −𝑫

𝒙𝟏 𝒕 = 𝑪 𝒆𝑹𝒕 𝒆+𝒋𝛀𝒕 − 𝒆−𝒋𝛀𝒕

𝒙𝟏 𝒕 = 𝑪 𝒆𝑹𝒕 𝟐𝒋 𝒔𝒊𝒏 𝛀𝒕 𝒙𝟏 𝒕 = 𝟐𝒋𝑪 𝒆𝑹𝒕 𝒔𝒊𝒏 𝛀𝒕

❖C مقدار ثابتی است که به𝒙𝟐 .وابسته است𝟎

𝒙𝟏نتیجه گویای آن است که ❖ 𝒕 زاویه ایبا فرکانس𝛀 و بسته به مثبت می کندنوسان

. یابدمینوسانات به صورت نمایی افزایش یا کاهش دامنه ی، به ترتیب، Rیا منفی بودن 

❖𝒙𝟐 𝒕نیز رفتار مشابهی خواهد داشت.
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𝒙𝟏«دافع حلزونی»و « جاذب حلزونی»توصیف مفهومی  𝒕 = 𝟐𝒋𝑪 𝒆𝑹𝒕 𝒔𝒊𝒏 𝛀𝒕

𝒙𝟏در قسمت قبل، شرایط اولیه خاص  𝟎 = ،اولیه ایبرای هر شرایط . در نظر گرفته شد𝟎

.خواهد بود«با افزایش یا کاهش دامنهنوسانی»رفتار فضای حالت به صورت 

22



:تمرین

𝒙𝟏اولیه یمزدوج مختلط و شرط −𝝀و +𝝀پیش تر دیدیم که برای  𝟎 = :داریم𝟎

𝟐𝒋𝑪نشان دهید در این رابطه،  = 𝒇𝟏𝟐𝒙𝟐 𝟎 /𝛀.

ሶ𝒙𝟏 𝒕 = 𝒇𝟏𝟏𝒙𝟏 𝒕 + 𝒇𝟏𝟐𝒙𝟐 𝒕

𝒙𝟏 𝟎 = 𝟎

ሶ𝒙𝟏 𝟎 = 𝒇𝟏𝟏𝒙𝟏 𝟎 + 𝒇𝟏𝟐𝒙𝟐 𝟎

ሶ𝒙𝟏 𝟎 = 𝒇𝟏𝟐𝒙𝟐 𝟎

𝒙𝟏 𝒕 = 𝟐𝒋𝑪 𝒆𝑹𝒕 𝒔𝒊𝒏 𝛀𝒕 ሶ𝒙𝟏 𝒕 = 𝟐𝒋𝑪𝑹 𝒆𝑹𝒕 𝒔𝒊𝒏 𝛀𝒕 + 𝟐𝒋𝑪𝛀𝒆𝑹𝒕 𝒄𝒐𝒔 𝛀𝒕

ሶ𝒙𝟏 𝟎 = 𝟐𝒋𝑪𝛀

𝟐𝒋𝑪𝛀 = 𝒇𝟏𝟐𝒙𝟐 𝟎 𝟐𝒋𝑪 = 𝒇𝟏𝟐𝒙𝟐 𝟎 /𝛀

𝒙𝟏 𝒕 = 𝟐𝒋𝑪 𝒆𝑹𝒕 𝒔𝒊𝒏 𝛀𝒕

23



:تمرین

𝝀)برای فضای حالت دو بعدی، چنانچه مقادیر مشخصه مختلط باشد  = 𝑹 ± 𝒋𝛀) پاسخ ،

𝒙𝟏عمومی معادله  𝒕 = 𝑪𝒆𝝀+𝒕 +𝑫𝒆𝝀−𝒕 را بر حسب𝒙𝟏 𝒙𝟐و 𝟎 به دست آورید 𝟎

.است«با افزایش یا کاهش دامنهنوسانی»و نشان دهید رفتار فضای حالت به صورت 
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:ثابتنقطه یارتباط مقادیر ویژه و رفتار 

repeller

𝝀± =
𝒇𝟏𝟏 + 𝒇𝟐𝟐 ± 𝒇𝟏𝟏 + 𝒇𝟐𝟐

𝟐 − 𝟒 𝒇𝟏𝟏𝒇𝟐𝟐 − 𝒇𝟏𝟐𝒇𝟐𝟏
𝟐

𝒊𝒇 𝝀: 𝒓𝒆𝒂𝒍 & 𝒑𝒐𝒔𝒊𝒕𝒊𝒗𝒆

node𝒊𝒇 𝝀: 𝒓𝒆𝒂𝒍 & 𝒏𝒆𝒈𝒂𝒕𝒊𝒗𝒆

𝒊𝒇 𝝀: 𝒄𝒐𝒎𝒑𝒍𝒆𝒙 𝝀± = 𝑹± 𝒋𝛀 , 𝛀 ≠ 𝟎

𝑹 =
𝒇𝟏𝟏 + 𝒇𝟐𝟐

𝟐

𝛀 =
𝟏

𝟐
𝒇𝟏𝟏 + 𝒇𝟐𝟐

𝟐 − 𝟒 𝒇𝟏𝟏𝒇𝟐𝟐 − 𝒇𝟏𝟐𝒇𝟐𝟏

❖Cycle کندمیثابت ایجاد نقطه یحول بسته ایحلقه یکه می گردداطلاق تراژکتوری ایبه .

.گوییمlimit cycleبه آن جذب یا دفع شوند به آن Cycleنزدیک تراژکتوری هایاگر ❖

Spiral node or focus𝒊𝒇 𝑹 < 𝟎 & 𝛀 ≠ 𝟎

Spiral repellor or unstable focus𝒊𝒇 𝑹 > 𝟎 & 𝛀 ≠ 𝟎

Cycle𝒊𝒇 𝑹 = 𝟎 & 𝛀 ≠ 𝟎
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 No-Intersection)عدم تلاقی قضیه یطبق 

theorem) ،تراژکتوری هایSpiral وCycle تنها در
.استامکان پذیرفضای حالت دو بعدی و بالاتر 
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فهرست مطالب

حالت خاص–فضای حالت دو بعدی ❑
حالت عام–فضای حالت دو بعدی ❑
مقادیر مشخصه مختلط❑
دیورژانسقضیه یتلف و ❑
برای مقادیر مشخصهژاکوبینماتریس ❑
(limit cycle)سیکل حدی ❑
و پایداری سیکل حدیپوانکارهقطع ❑
شدندوشاخهقضیه ی❑

(bifurcation theorem)

✓

✓

✓
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(Dissipation)اتلاف 

𝒅𝑨

𝒅𝒕
=

𝒅

𝒅𝒕
𝑿𝟏𝑪 − 𝑿𝟏𝑩 𝑿𝟐𝑪 − 𝑿𝟐𝑩

ح را و نرخ تغییرات سطمی گیریماز نقاط را در نظر دسته ایمشابه فضای حالت یک بعدی، 
:می کنیمبررسی 

𝑨 = 𝑿𝟏𝑪 − 𝑿𝟏𝑩 𝑿𝟐𝑪 − 𝑿𝟐𝑩

𝒅𝑨

𝒅𝒕
=

𝒅

𝒅𝒕
𝑿𝟏𝑪 −

𝒅

𝒅𝒕
𝑿𝟏𝑩 𝑿𝟐𝑪 − 𝑿𝟐𝑩 + 𝑿𝟏𝑪 − 𝑿𝟏𝑩

𝒅

𝒅𝒕
𝑿𝟐𝑪 −

𝒅

𝒅𝒕
𝑿𝟐𝑩

𝒅𝑨

𝒅𝒕
= 𝒇𝟏 𝑿𝟏𝑪, 𝑿𝟐𝑩 − 𝒇𝟏 𝑿𝟏𝑩, 𝑿𝟐𝑩 𝑿𝟐𝑪 − 𝑿𝟐𝑩

+ 𝑿𝟏𝑪 − 𝑿𝟏𝑩 𝒇𝟐 𝑿𝟏𝑩, 𝑿𝟐𝑪 − 𝒇𝟐 𝑿𝟏𝑩, 𝑿𝟐𝑩
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𝒅𝑨

𝒅𝒕
= 𝒇𝟏 𝑿𝟏𝑪, 𝑿𝟐𝑩 − 𝒇𝟏 𝑿𝟏𝑩, 𝑿𝟐𝑩 𝑿𝟐𝑪 − 𝑿𝟐𝑩

+ 𝑿𝟏𝑪 − 𝑿𝟏𝑩 𝒇𝟐 𝑿𝟏𝑩, 𝑿𝟐𝑪 − 𝒇𝟐 𝑿𝟏𝑩, 𝑿𝟐𝑩
:داریمتیلوربا بسط سری 

𝒇𝟏 𝑿𝟏𝑪, 𝑿𝟐𝑩 = 𝒇𝟏 𝑿𝟏𝑩, 𝑿𝟐𝑩 +
𝟏

𝟏!
𝑿𝟏𝑪 − 𝑿𝟏𝑩 ቤ

𝝏𝒇𝟏
𝝏𝑿𝟏 𝑿𝟏𝑩,𝑿𝟐𝑩

+⋯

𝒇𝟐 𝑿𝟏𝑩, 𝑿𝟐𝑪 = 𝒇𝟐 𝑿𝟏𝑩, 𝑿𝟐𝑩 +
𝟏

𝟏!
𝑿𝟐𝑪 − 𝑿𝟐𝑩 ቤ

𝝏𝒇𝟐
𝝏𝑿𝟐 𝑿𝟏𝑩,𝑿𝟐𝑩

+⋯

:با دو جمله نخست داریمتیلوربا تقریب بسط سری 
𝒅𝑨

𝒅𝒕
= 𝑿𝟏𝑪 − 𝑿𝟏𝑩

𝝏𝒇𝟏
𝝏𝑿𝟏

𝑿𝟐𝑪 − 𝑿𝟐𝑩 + 𝑿𝟏𝑪 − 𝑿𝟏𝑩 𝑿𝟐𝑪 − 𝑿𝟐𝑩
𝝏𝒇𝟐
𝝏𝑿𝟐

𝒅𝑨

𝒅𝒕
= 𝑿𝟏𝑪 − 𝑿𝟏𝑩 𝑿𝟐𝑪 − 𝑿𝟐𝑩

𝝏𝒇𝟏
𝝏𝑿𝟏

+ 𝑿𝟏𝑪 − 𝑿𝟏𝑩 𝑿𝟐𝑪 − 𝑿𝟐𝑩
𝝏𝒇𝟐
𝝏𝑿𝟐

𝒅𝑨

𝒅𝒕
= 𝑨

𝝏𝒇𝟏
𝝏𝑿𝟏

+ 𝑨
𝝏𝒇𝟐
𝝏𝑿𝟐

𝟏

𝑨

𝒅𝑨

𝒅𝒕
=
𝝏𝒇𝟏
𝝏𝑿𝟏

+
𝝏𝒇𝟐
𝝏𝑿𝟐

.ودن استبباتلفبنابراین منفی بودن عبارت سمت راست بیانگر کاهش سطح با زمان و 
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(Divergence Theorem)دیورژانسقضیه ی

𝟏:بعدیnبا تعمیم موضوع به حالت 

𝑨

𝒅𝑨

𝒅𝒕
=
𝝏𝒇𝟏
𝝏𝑿𝟏

+
𝝏𝒇𝟐
𝝏𝑿𝟐

𝟏

𝑽

𝒅𝑽

𝒅𝒕
=෍

𝒊=𝟏

𝑵
𝝏𝒇𝒊
𝝏𝑿𝒊

≡ 𝒅𝒊𝒗 𝒇
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:مثال

𝒓پارامترهای ازایبه لورنزمدل معادلاترا برای ( divergence)دیورژانس  = 𝟎.𝟓،
𝒑 = 𝒃و 𝟏𝟎 = باتلفآیا این سیستم در فضای حالت خود، . محاسبه نمایید𝟖/𝟑

(dissipative )است؟ሶ𝑿 = 𝒑 𝒀 − 𝑿

ሶ𝒀 = −𝑿𝒁 + 𝒓𝑿 − 𝒀
ሶ𝒁 = 𝑿𝒀 − 𝒃𝒁

𝟏

𝑽

𝒅𝑽

𝒅𝒕
=෍

𝒊=𝟏

𝑵
𝝏𝒇𝒊
𝝏𝑿𝒊

≡ 𝒅𝒊𝒗 𝒇 : دیورژانسقضیه ییادآوری

𝒅𝒊𝒗 𝒇 ≡෍

𝒊=𝟏

𝟑
𝝏𝒇𝒊
𝝏𝑿𝒊

=
𝝏𝒇𝟏
𝝏𝑿

+
𝝏𝒇𝟐
𝝏𝒀

+
𝝏𝒇𝟑
𝝏𝒁

𝝏𝒇𝟏
𝝏𝑿

= −𝒑
𝝏𝒇𝟑
𝝏𝒁

= −𝒃
𝝏𝒇𝟐
𝝏𝒀

= −𝟏

𝒅𝒊𝒗 𝒇 ≡ −𝒑 − 𝟏 − 𝒃 𝒅𝒊𝒗 𝒇 ≡ −𝟏𝟎 − 𝟏 − 𝟖/𝟑 = −𝟒𝟏/𝟑

ظاهر نشده است؟𝑟، دیورژانسرابطه یچرا در 
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فهرست مطالب

حالت خاص–فضای حالت دو بعدی ❑
حالت عام–فضای حالت دو بعدی ❑
مقادیر مشخصه مختلط❑
دیورژانسقضیه یتلف و ❑
برای مقادیر مشخصهژاکوبینماتریس ❑
(limit cycle)سیکل حدی ❑
و پایداری سیکل حدیپوانکارهقطع ❑
شدندوشاخهقضیه ی❑

(bifurcation theorem)

✓

✓

✓

✓

32



!برای مقادیر مشخصهژاکوبینماتریس 

نژاکوبیماتریس :  𝑱 =
𝒇𝟏𝟏 𝒇𝟏𝟐
𝒇𝟐𝟏 𝒇𝟐𝟐

𝒇𝒊𝒋 = อ
𝝏𝒇𝒊
𝝏𝒙𝒋

𝒇𝒊𝒙𝒆𝒅 𝒑𝒐𝒊𝒏𝒕

معادله مشخصه:  𝑱 − 𝝀𝑰 = 𝟎
𝒇𝟏𝟏 − 𝝀 𝒇𝟏𝟐
𝒇𝟐𝟏 𝒇𝟐𝟐 − 𝝀

= 𝟎

𝝀𝟐 − 𝒇𝟏𝟏 + 𝒇𝟐𝟐 𝝀 + 𝒇𝟏𝟏𝒇𝟐𝟐 − 𝒇𝟏𝟐𝒇𝟐𝟏 = 𝟎

 :Trace of Jacobian matrix 𝑻𝒓𝑱 = 𝒇𝟏𝟏 + 𝒇𝟐𝟐

 :Determinant of Jacobian matrix 𝚫 = 𝒇𝟏𝟏𝒇𝟐𝟐 − 𝒇𝟏𝟐𝒇𝟐𝟏
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یادآوری مقادیر مشخصه: 

𝑻𝒓𝑱 = 𝒇𝟏𝟏 + 𝒇𝟐𝟐

𝚫 = 𝒇𝟏𝟏𝒇𝟐𝟐 − 𝒇𝟏𝟐𝒇𝟐𝟏

:𝚫و 𝑻𝒓𝑱بازنویسی مقادیر مشخصه با ❖

𝝀± =
𝒇𝟏𝟏 + 𝒇𝟐𝟐 ± 𝒇𝟏𝟏 + 𝒇𝟐𝟐

𝟐 − 𝟒 𝒇𝟏𝟏𝒇𝟐𝟐 − 𝒇𝟏𝟐𝒇𝟐𝟏
𝟐

یادآوری: 
𝝀± =

𝟏

𝟐
𝑻𝒓𝑱 ± 𝑻𝒓𝑱𝟐 − 𝟒𝚫

.جدول فوق را وارسی و تحلیل کنید
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!چند نکته

بودنrepellerیا nodeنشانگر TrJ( مثبت یا منفی بودن)علامت 
:می گرددیادآوری . ثابت استنقطه ی

𝟏

𝑨

𝒅𝑨

𝒅𝒕
= 𝒇𝟏𝟏 + 𝒇𝟐𝟐

𝑻𝒓𝑱 = 𝒇𝟏𝟏 + 𝒇𝟐𝟐

eigen)مقادیر ویژه با یافتن  values) ویژه بردارهایو(eigen vectors)
ت که قطری نگاشماتریسیاین ماتریس را به می توانژاکوبینماتریس 
ها وin-setجهت هایبا مقادیر مشخصه و متناظرجهت هایمقادیر و 
out-setمی دهدرا به دست زینیهای نقطه ی.

ت و ثابنقطه یمشخصه یدر واقع، مقادیر ویژه نشانگر مقادیر 
.استمتناظرمشخصه جهت هایویژه نشانگر بردارهای
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:ثابت در فضای حالت دو بعدینقطه یروند تحلیل ❖
:اولمرتبهدیفرانسیلمعادلاتبه صورت معادلاتنوشتن -1

:یافتن نقاط ثابت-2

:ژاکوبیندر نقاط ثابت، و تشکیل ماتریس 𝒇𝟐و 𝒇𝟏جزیی توابع مشتق هایمحاسبه ی-3

:و تعیین نوع آنژاکوبینماتریس ( 𝚫)دترمینانو ( 𝑻𝒓𝑱)رد محاسبه ی-4

ت درفضای حالتراژکتوری هاییافتن مقادیر عددی برای مقادیر مشخصه و تعیین رفتار -5
:نزدیکی نقاط ثابت

𝒙𝟏 𝒕 = 𝑪𝒆𝝀+𝒕 + 𝑫𝒆𝝀−𝒕𝝀± =
𝟏

𝟐
𝑻𝒓𝑱 ± 𝑻𝒓𝑱𝟐 − 𝟒𝚫

𝑱 =
𝒇𝟏𝟏 𝒇𝟏𝟐
𝒇𝟐𝟏 𝒇𝟐𝟐

ሶ𝑿𝟏 = 𝒇𝟏 𝑿𝟏, 𝑿𝟐

ሶ𝑿𝟐 = 𝒇𝟐 𝑿𝟏, 𝑿𝟐

𝒇𝟏 𝑿𝟏, 𝑿𝟐 = 𝟎

𝒇𝟐 𝑿𝟏, 𝑿𝟐 = 𝟎

𝑻𝒓𝑱 = 𝒇𝟏𝟏 + 𝒇𝟐𝟐

𝚫 = 𝒇𝟏𝟏𝒇𝟐𝟐 − 𝒇𝟏𝟐𝒇𝟐𝟏
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:مثال
Brusselator)مدل بروکسل  model ) شیمیاییواکنش هایخاصی از دسته یبرای توصیف

اعداد مثبتی 𝐵و 𝑨که در آن، می گرددزیر توصیف معادلاتاین مدل با . مطرح شده است
.هستند که نقش پارامترهای کنترلی را بر عهده دارند

ሶ𝑿 = 𝑨 − 𝑩 + 𝟏 𝑿 + 𝑿𝟐𝒀

ሶ𝒀 = 𝑩𝑿 − 𝑿𝟐𝒀

.می باشندبا غلظت محصولات میانی در واکنش شیمیایی متناظرنیز 𝒀و 𝑿متغیرهای 

.را به دست آوریدمعادلاتنقاط ثابت این : الف

.آن را به دست آورید𝚫و 𝑇𝑟و ژاکوبینماتریس :   ب

.مقادیر مشخصه را به دست آورید:   ج

𝑨با فرض :   د = ازایه ثابت بنقطه یبه عنوان پارامتر کنترلی، به تحلیل 𝐵و در نظر گرفتن 𝟏
.مقادیر مختلف پارامتر بپردازید

. را وارسی کنید« د»، نتایج به دست آمده در بند شبیه سازیبا انجام :   ه

ودنداین مدل از شهر بروکسل بلژیک بکنندگاناز آنجا که مطرح 
Brusselatorاین مدل،  model می شودنامیده  .

!یمبیشتر بدان
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ሶ𝑿:حل الف = 𝑨 − 𝑩 + 𝟏 𝑿 + 𝑿𝟐𝒀

ሶ𝒀 = 𝑩𝑿 − 𝑿𝟐𝒀 :ثابتنقطه یبرای تعیین 
𝑨 − 𝑩 + 𝟏 𝑿𝟎 + 𝑿𝟎

𝟐𝒀𝟎 = 𝟎

𝑩𝑿𝟎 − 𝑿𝟎
𝟐𝒀𝟎 = 𝟎

𝑨 − 𝑩 + 𝟏 𝑿𝟎 + 𝑩𝑿𝟎 = 𝟎

𝑿𝟎 = 𝑨
𝒀𝟎 =

𝑩

𝑨

ثابت نقطه یدارای Brusselatorمدل معادلاتبنابراین 
𝑿𝟎
𝒀𝟎

=
𝑨
𝑩/𝑨

.است
:حل ب

𝒇𝟏𝟏 = ቤ
𝝏𝒇𝟏
𝝏𝑿

𝑨,𝑩/𝑨

= ቚ− 𝑩 + 𝟏 + 𝟐𝑿𝒀
𝑨,𝑩/𝑨

= 𝑩 − 𝟏

𝒇𝟏𝟐 = ቤ
𝝏𝒇𝟏
𝝏𝒀

𝑨,𝑩/𝑨

= ቚ𝑿𝟐
𝑨,𝑩/𝑨

= 𝑨𝟐

𝒇𝟐𝟏 = ቤ
𝝏𝒇𝟐
𝝏𝑿

𝑨,𝑩/𝑨

= ቚ𝑩 − 𝟐𝑿𝒀
𝑨,𝑩/𝑨

= −𝑩

𝒇𝟐𝟐 = ቤ
𝝏𝒇𝟐
𝝏𝒀

𝑨,𝑩/𝑨

= ቚ−𝑿𝟐
𝑨,𝑩/𝑨

= −𝑨𝟐

𝑱 = 𝑩 − 𝟏 𝑨𝟐

−𝑩 −𝑨𝟐

𝑻𝒓𝑱 = 𝑩 − 𝟏 −𝑨𝟐

𝚫 = −𝑨𝟐 𝑩 − 𝟏 − 𝑨𝟐 −𝑩

𝚫 = 𝑨𝟐
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:حل ج

𝒇𝒐𝒓 𝑨 = 𝟏,

𝑻𝒓𝑱 = 𝑩 − 𝟏 −𝑨𝟐

𝚫 = 𝑨𝟐

𝝀± =
𝟏

𝟐
𝑻𝒓𝑱 ± 𝑻𝒓𝑱𝟐 − 𝟒𝚫

𝝀± =
𝟏

𝟐
𝑩 − 𝟏 −𝑨𝟐 ± 𝑩 − 𝟏 −𝑨𝟐 𝟐 − 𝟒𝐀𝟐

:حل د

𝑻𝒓𝑱 = 𝑩 − 𝟐

𝚫 = 𝟏

𝝀± =
𝟏

𝟐
𝑩 − 𝟐 ± 𝑩 − 𝟐 𝟐 − 𝟒

𝟎اگر  < 𝑩 < .استspiral nodeثابت از نوع نقطه یباشد 𝟐

𝟐اگر  < 𝑩 < .استspiral repellorثابت از نوع نقطه یباشد 𝟒

𝑩اگر  > .استrepellorثابت از نوع نقطه یباشد 𝟒
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فهرست مطالب

حالت خاص–فضای حالت دو بعدی ❑
حالت عام–فضای حالت دو بعدی ❑
مقادیر مشخصه مختلط❑
دیورژانسقضیه یتلف و ❑
برای مقادیر مشخصهژاکوبینماتریس ❑
(limit cycle)سیکل حدی ❑
و پایداری سیکل حدیپوانکارهقطع ❑
شدندوشاخهقضیه ی❑

(bifurcation theorem)

✓

✓

✓

✓

✓
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(limit cycle)سیکل حدی 

:به دو سئوال بپردازیممی خواهیمدر این بخش 

 ؟می دهدسیکل حدی در چه شرایطی رخ

سیکل حدی چه زمانی پایدار و چه زمانی ناپایدار است؟

حلقه بسته در فضای حالتتراژکتوری های(: cycle)سیکل ❖

!می دهدبه سوال اول برای فضای حالت دو بعدی پاسخ Poincare-Bendixsonقضیه ی

.اگر سیکل ایزوله باشد به آن سیکل حدی  گویند(: limit cycle)سیکل حدی ❖

ا اطراف آن به سمت آن جذب یتراژکتوری هایایزوله بودن به این معنا است که 

.می شونداز آن رانده 

ی
ور

دآ
یا

!
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Poincare-Bendixsonقضیه ی

ن داریکراناحیه یحالت در فضای حالت دو بعدی به نقطه یفرض کنید حرکت طولانی مدت -1

.محدود گردد

آغاز Rکه از تراژکتوری هاییبه نحوی است که ( بنامیدRآن را )فرض کنید این ناحیه -2
سیستمinvariant setیا تغییرناپذیرمجموعه یR. )می مانندباقی Rناحیه یدر می شوند

.می شودنامیده 

قضیه یطبق . آغاز گردیده استRدرون نقطه ایخاصی را در نظر بگیرید که از تراژکتوری-3

Poincare-Bendixson وجود داردتراژکتوریتنها دو امکان برای این:

𝒕وقتی )سیستم منتهی شود ( fixed point)ثابت نقطه یبه یک تراژکتوری: الف → ∞.)

𝒕وقتی )منتهی شود ( limit cycle)به یک سیکل حدی تراژکتوری: ب → ∞.)
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:Poincare-Bendixsonقضیه یمهم نتیجه ی

.دهددر فضای حالت دو بعدی رخنمی تواند( کران دارسیستم هایدر )آشوبناک تراژکتوری های

به بآشو، برای ظهور دیفرانسیلتوصیف شده با معادله سیستم هایبه عبارت دیگر، برای 

.بعد فضای حالت نیاز است3حداقل 
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!حاشیه اینکته ای

توصیفیردارتاخدیفرانسیلنظیر معادله پیچیده تردیفرانسیلمعادلاتکه با سیستم هاییبرای 

.سیکل حدی و آشوب رخ دهدمی تواندظاهرا یک بعدی هم سیستم هایحتی در شده اند

Delayed differential equation :
𝒅𝒖 𝒕

𝒅𝒕
= 𝒇 𝒕 + 𝝀𝒈 𝒕 − 𝑻

 موعه ایمجرا به فرم دیفرانسیلبحث شد این معادله پیش تراگر بخواهیم با روشی که
بی نهایتتوصیف نماییم ( autonomous)خودمختارمرتبه اول دیفرانسیلمعادلاتاز 

.خواهد شدمعادله

 دم عقضیه یاین سیستم در واقع، سیستمی یک بعدی نیست و بروز آشوب در آن
را نقض Poincare-Bendixsonقضیه یو (No-intersection theorem)تلاقی 

.نمی کند

45



سیکل حدیناپایداری/پایداری

سخ پایداری حرکت در سیکل حدی را بررسی کنیم و به این سوال پامی خواهیمدر این بخش 

:دهیم که

آیا حرکت در سیکل حدی پایدار است یا ناپایدار؟

به عبارت دیگر،

 حداقل)اگر سیستم اندکی از سیکل حدی فاصله بگیرد چه رفتاری بروز خواهد داد؟ آیا
؟می شودیا از سیکل حدی رانده می گرددبه سیکل حدی باز ( مجانبیبه صورت 

ا محاسبه ردیفرانسیلمعادلاتبرای پاسخ دادن به این سوال باید مشتق جزئی توابع دستگاه 

...نموده و به تعیین مقادیر مشخصه بپردازیم و 

فهوم ترمو ساده تربرای پاسخ به این سوال، روشی بسیار پوانکاره
.پیشنهاد داده است

Henri Poincare, 1854-1912
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فهرست مطالب

حالت خاص–فضای حالت دو بعدی ❑
حالت عام–فضای حالت دو بعدی ❑
مقادیر مشخصه مختلط❑
دیورژانسقضیه یتلف و ❑
برای مقادیر مشخصهژاکوبینماتریس ❑
(limit cycle)سیکل حدی ❑
و پایداری سیکل حدیپوانکارهقطع ❑
شدندوشاخهقضیه ی❑

(bifurcation theorem)

✓

✓

✓

✓

✓

✓

47



(Poincare section)پوانکارهقطع 

است که در ( stroboscopic portraits)چرخش سنجینگاره هایمشابه روش پوانکارهقطع 
.انجام دادیمدیودیمبحث نخست درس برای مدار 

ه پاره خطی است کپوانکارهدر فضای حالت دو بعدی، قطع 

.  می کندسیکل حدی را قطع 

باشد از جملهپوانکارهقطع می توانددلخواهیپاره خطهر 

.𝑿𝟐و 𝑋1محورهای 
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سیکل حدی جاذب یا پایدار

ارسیکل حدی دافع یا ناپاید

 زینیسیکل

:سیکل حدی جاذب یا پایدار

نزدیک سیکل حدی، خواهتراژکتوری هایاگر 

بیرون سیکل حدی باشند خواه داخل آن، طی 

به( مجانبیحداقل )زمان به آن نزدیک شده و 

.سیکل حدی ختم شوند

:یادآوری انواع سیکل حدی❖

Attracting limit cycle

Stable limit cycle 

Repelling limit cycle

Unstable limit cycle

Saddle cycle

:واژه نامه

سیکل حدی جاذب

سیکل حدی پایدار

سیکل حدی دافع

سیکل حدی ناپایدار

زینیسیکل 

49



ع نزدیک سیکل حدی ولی نه روی آن و با نامگذاری نقاط قطنقطه ایاز تراژکتوریبا شروع 

...و 𝑷𝟏 ،𝑷𝟐 ،𝑷𝟑به ترتیب با پوانکارهپی در پی با پاره خط دوران هایدر تراژکتوری
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کمیشیوه یبه پوانکارهقطع 

پوانکارهقطع پاره خطسیستم و کننده یتوصیف معادلاتبه Fدر حالت کلی، تابع نگاشت 
.وابسته است

 می دهدیک بعدی کاهش مسئله ایدو بعدی اولیه را به مسئله ی، پوانکارهقطع.

 طه ایرابرا با ( با گام زمانی بسیار خرد)دیفرانسیلیرابطه یپوانکارهتابع نگاشت
.می کندبازنمایی ( با گام زمانی محدود)تکراری 

:قابل توجه است که

Poincare map (iterated map) : 𝑷𝒏+𝟏 = 𝑭 𝑷𝒏

.آن پرداختمشتق هایو Fبه تحلیل تابع می توانبرای تحلیل ماهیت سیکل حدی 
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:تمرین

52



کمیشیوه یبه پوانکارهقطع 

:روی سیکل حدی داریم𝑷نقطه یبرای 

:تغییرات فاصلهنحوه یبررسی 

Poincare map (iterated map) : 𝑷𝒏+𝟏 = 𝑭 𝑷𝒏

∗𝑷رابطه یکه در نقطه ایاز سوی دیگر، هر  = 𝑭 𝑷∗ ثابت تابع نگاشتنقطه یصدق کند

.بودن آن قابل بحث و بررسی استزینیجاذب، دافع یا . می شودنامیده 

𝑷 = 𝑭 𝑷

𝑷𝟐 − 𝑷∗ = 𝑭 𝑷𝟏 − 𝑭 𝑷∗

:داریم∗𝑷حول تیلوربا نوشتن بسط سری 

𝑭 𝑷𝟏 = 𝑭 𝑷∗ + ቤ
𝒅𝑭

𝒅𝑷
𝑷∗

𝑷𝟏 − 𝑷∗ +⋯

:نخست داریمجمله یبا تقریب بسط با دو 

𝑷𝟐 − 𝑷∗ ≅ ቤ
𝒅𝑭

𝒅𝑷
𝑷∗

𝑷𝟏 − 𝑷∗

𝒅𝒊با تعریف  = 𝑷𝒊 − 𝑷∗داریم:

𝒅𝟐 ≅ ቤ
𝒅𝑭

𝒅𝑷
𝑷∗
𝒅𝟏

𝒄𝒉𝒂𝒓𝒂𝒄𝒕𝒆𝒓𝒊𝒔𝒕𝒊𝒄 𝒎𝒖𝒍𝒕𝒊𝒑𝒍𝒊𝒆𝒓: 𝑴 ≡ ቤ
𝒅𝑭

𝒅𝑷
𝑷∗

𝒅𝟐 ≅ 𝑴𝒅𝟏
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𝒄𝒉𝒂𝒓𝒂𝒄𝒕𝒆𝒓𝒊𝒔𝒕𝒊𝒄 𝒎𝒖𝒍𝒕𝒊𝒑𝒍𝒊𝒆𝒓
𝒐𝒓 𝑳𝒚𝒂𝒑𝒐𝒏𝒐𝒗𝒎𝒖𝒍𝒕𝒊𝒑𝒍𝒊𝒆𝒓
𝒐𝒓 𝑭𝒍𝒐𝒒𝒖𝒆𝒕 𝒎𝒖𝒍𝒕𝒊𝒑𝒍𝒊𝒆𝒓

𝒅𝟐 ≅ 𝑴𝒅𝟏

𝑴 ≡ ቤ
𝒅𝑭

𝒅𝑷
𝑷∗
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:تمرین
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نمای مشخصه

اساس با این تفاوت که واحد زمانی آن برمی کندرا بازی لیاپانوفنمای نقش نمای مشخصه 

.رددمی گتعیین پوانکارهقطع پاره خطبا تراژکتوریزمانی دو برخورد پی در پی فاصله ی

Characteristic exponent : 𝝀 ≡ 𝑳𝒏 𝑴 𝑴 ≡ 𝒆𝝀

وه ایشیامکان بررسی نوع سیکل حدی را به پوانکارهقطع 
.  می سازدفراهم ساده تر

د این شیوه آن است که در بسیاری از موارمحدودیت اصلی
.  را به طور صریح یافتFتابع نگاشت نمی توان
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فهرست مطالب

حالت خاص–فضای حالت دو بعدی ❑
حالت عام–فضای حالت دو بعدی ❑
مقادیر مشخصه مختلط❑
دیورژانسقضیه یتلف و ❑
برای مقادیر مشخصهژاکوبینماتریس ❑
(limit cycle)سیکل حدی ❑
و پایداری سیکل حدیپوانکارهقطع ❑
شدندوشاخهقضیه ی❑

(bifurcation theorem)

✓

✓

✓

✓

✓

✓

✓
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(bifurcation theorem)دو شاخه شدن قضیه ی

تغییرات ناگهانی در دینامیک های برای توصیف ( bifurcation)دو شاخه شدن عبارت 
.استفاده می گرددسیستم 

.باشدشیمیاییراکتوریا غلظت مواد در یک دیودیولتاژ مدار می توانداین پارامتر ❖

که می گرددمحدود شدن هاییدر اینجا، بحث تنها آن دسته از دو شاخه ❖

.رخ می دهندتنها یک پارامتر کنترلیبا تغییر 

یگر یا د)تغییرات ماهیت نقاط ثابت نحوه یمطالعه ی»دو شاخه شدن به قضیه ی

.می پردازد«با تغییر پارامترهای سیستم( فضای حالتجاذب های

ایگی آن در همستراژکتوری هاثابتی تغییر ماهیت دهد رفتار نقطه یوقتی با تغییر پارامتر، 

.نقطه ثابت تغییر خواهد کرد و استفاده از عبارت دو شاخه شدن موضوعیت خواهد داشت

58



❖ Repellor-node bifurcation

:شدن یک بعدیدوشاخهنوع متداول 

❖ saddle-node bifurcation

❖ Limit cycle bifurcation (Hopf bifurcation)

(:با یک پارامتر کنترلیمدل های)شدن دو بعدی دوشاخهانواع متداول 

:انواع متداول دو شاخه شدن❖
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:بازنمایی دو شاخه شدنترسیمه هایانواع ❖

:می گیردمورد استفاده قرار ترسیمهدر اینجا برای بررسی دو شاخه شدن، دو نوع 

(نمودار دو شاخه شدن)محل نقاط ثابت  برحسب پارامتر کنترلی ترسیمه ی❖

مقادیر ویژه بر حسب پارامتر کنترلیترسمیه ی❖

❖ Bifurcation diagram
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دو شاخه شدن در فضای یک بعدی: تمرین
:زیر توصیف شده استدیفرانسیلسیستمی را در نظر بگیرید که با معادله 

ሶ𝒙 = 𝝁 − 𝟏 𝒙 − 𝒂
.ثابت سیستم را تعیین نماییدنقطه ی: الف

.ثابت را به دست آوریدنقطه یبا متناظرمشخصه یمقدار :   ب

.ل کنیدثابت را تحلینقطه یمقادیر مختلف پارامتر، نوع ازایبه کمک مقدار مشخصه، به :   ج

است؟ ( bifurcation)آیا نتایج بند ج حاکی از دو شاخه شدن :   د

:حل الف
𝝁ازایتوجه کنید که به  = .ثابت اندها نقاط 𝒙، تمام 𝟏

ሶ𝒙 = 𝟎 𝝁 − 𝟏 𝒙 − 𝒂 = 𝟎 𝒇𝒐𝒓 𝝁 ≠ 𝟏 ⇛ 𝒙 = 𝒂

𝝀:حل ب =
𝝏𝒇

𝝏𝒙
= 𝝁 − 𝟏

:حل ج
𝝁برای  < .استnodeثابت نقطه ی، 𝟏

𝝁برای  > .استrepellorثابت نقطه ی، 𝟏

𝝁برای  = 𝟏 ،. . . .

:حل د
𝝁ازایبه  = به ( node)ثابت پایدار نقطه ی، دو شاخه شدن رخ داده و 𝟏

.تبدیل شده است( repellor)ثابت ناپایدار نقطه ی
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:باز تعریف پارامتر کنترلی و متغیر❖
عریفبازت، متداول است که پارامتر کنترلی و متغیر مستقل غیرخطیدینامیکدر منابع 

(redefine) متغیر مستقلیا/وگردد به نحوی که دو شاخه شدن در مقدار پارامتر صفر

.صفر رخ دهد

بازتعریف: 

ሶ𝒙 = 𝝁 − 𝟏 𝒙 − 𝒂

𝜹 = 𝝁 − 𝟏

𝒚 = 𝒙 − 𝒂
ሶ𝒚 = 𝜹𝒚
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دو شاخه شدن در فضای یک بعدی: تمرین
حقیقیمقداری 𝑥)زیر توصیف شده است دیفرانسیلسیستمی را در نظر بگیرید که با معادله 

(:می شودفرض 
ሶ𝒙 = 𝝁 − 𝒙𝟐

.نقاط ثابت سیستم را تعیین نمایید: الف

.با نقاط ثابت را به دست آوریدمتناظرمشخصه یمقادیر :   ب

.ن کنیدثابت را تعیینقطه یمقادیر مختلف پارامتر، نوع ازایبه کمک مقدار مشخصه، به :   ج

است؟ چه نوعی؟( bifurcation)آیا نتایج بند ج حاکی از دو شاخه شدن :   د

.سیستم را رسم کنید( bifurcation diagram)نمودار دو شاخه شدن :   ه
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ሶ𝒙 = 𝝁 − 𝒙𝟐

: node

𝒙 = − 𝝁

:حل ب

:حل ج

𝒇𝒐𝒓 𝝁 = 𝟎

𝒙 = 𝟎

𝒇𝒐𝒓 𝝁 > 𝟎

𝝀 = ቤ
𝒅𝒇

𝒅𝒙
𝒙=+ 𝝁

= ቚ−𝟐𝒙
𝒙=+ 𝝁

= −𝟐 𝝁 < 𝟎

𝝀 = ቤ
𝒅𝒇

𝒅𝒙
𝒙=− 𝝁

= ቚ−𝟐𝒙
𝒙=− 𝝁

= 𝟐 𝝁 > 𝟎

𝝀 = ቤ
𝒅𝒇

𝒅𝒙
𝒙=𝟎

= ቚ−𝟐𝒙
𝒙=𝟎

= 𝟎 อ
𝒅𝟐𝒇

𝒅𝒙𝟐
𝒙=𝟎

= ቚ−𝟐
𝒙=𝟎

= −𝟐 < 𝟎

𝒙 = + 𝝁

: repellor

: saddle point

:حل الف

.ثابت استنقطه یفاقد 
ሶ𝒙 = 𝟎 𝝁 − 𝒙𝟐 = 𝟎

𝒙 = ± 𝝁𝒇𝒐𝒓 𝝁 > 𝟎

𝒇𝒐𝒓 𝝁 = 𝟎

𝒇𝒐𝒓 𝝁 < 𝟎

𝒙 = 𝟎
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𝝁برای :حل د < 𝝁ازایبه . ثابتی نداریمنقطه ی، 𝟎 = ثابتی از نوعنقطه یسیستم دارای 𝟎

𝝁برای . استزینی > دافع -ثابت از نوع جفت جاذبنقطه ی، سیستم دارای دو 𝟎

𝝁بنابراین در . است = repellor-node bifurcation، دو شاخه شدن از نوع 𝟎

.  می دهدرخ 

𝒇 𝒙

𝒙

𝒇 𝒙

𝒙

𝒇 𝒙

𝒙

𝒇𝒐𝒓 𝝁 < 𝟎 𝒇𝒐𝒓 𝝁 = 𝟎 𝒇𝒐𝒓 𝝁 > 𝟎

،(repellor-node bifurcation)دافع -دو شاخه شدن جاذبنقطه یقابل توجه است که در 

.  است( structurally unstable)ناپایدار ساختاریثابت سیستم نقطه ی

.از دو شاخه شدن استنشانه ایبه عبارت دیگر، وجود نقاط ثابت ناپایدار ساختاری 

= ሶ𝒙 = 𝝁 − 𝒙𝟐
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:حل ه
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این نوع دو شاخه شدن،

❖ fold bifurcation

❖ tangent bifurcation

❖ saddle-node bifurcation

زیرا،می شوندنیز نامیده 

𝒇 𝒙

𝒙
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شدن در فضای دو بعدیدوشاخه

 دارای معمولاثابت نقطه یدر فضای حالت دو بعدی، 

، حقیقیمشخصه یدو مقدار ➢

مزدوج مختلطمشخصه ییک جفت مقدار ➢

، دارای استثناءدر موارد یا 

یک مقدار مشخصه➢

.است

.م نمودآنها را به صورت تابعی از پارامتر رسمی توانباشند حقیقی اگر مقادیر مشخصه❖

ه آنها بموهومیحقیقی و بخش هایباشند جفت مزدوج مختلط اگر مقادیر مشخصه ❖
.می گرددصورت تابعی از پارامتر رسم 

68



(مدل بروکسل)مقادیر مشخصهترسیمه: مثال
Brusselator)مدل بروکسل پیش تر model  )

.مورد بررسی قرار گرفت
𝑨ازایو مشاهده گردید که به  = 𝑿𝟎,𝒀𝟎ثابت نقطه ی، مدل دارای 𝟏 = 𝟏,𝑩 و مقادیر

.زیر استویژه ی

ሶ𝑿 = 𝑨 − 𝑩 + 𝟏 𝑿 + 𝑿𝟐𝒀

ሶ𝒀 = 𝑩𝑿 − 𝑿𝟐𝒀

𝝀± =
𝟏

𝟐
𝑩 − 𝟐 ± 𝑩 − 𝟐 𝟐 − 𝟒

𝟎اگر ✓ < 𝑩 < .هستندمختلطباشد مقادیر ویژه 𝟒

𝑩اگر ✓ > .هستندحقیقیباشد مقادیر ویژه 𝟒
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saddle-node bifurcation: تمرین

لاح،که در اصطمی شودزیر مدل معادلاتدر نزدیکی نقاط ثابت اغلب با تراژکتوری هارفتار 

Normal form equation می شودنامیده.
ሶ𝒙𝟏 = 𝝁 − 𝒙𝟏

𝟐

ሶ𝒙𝟐 = −𝒙𝟐
.نقاط ثابت را به دست آورید: الف

.یدنوع نقاط ثابت را تعیین نمای:   ب
ሶ𝒙𝟏 = 𝟎

ሶ𝒙𝟐 = 𝟎

𝝁 − 𝒙𝟏
𝟐 = 𝟎

−𝒙𝟐 = 𝟎

𝒇𝒊𝒙𝒆𝒅 𝒑𝒐𝒊𝒏𝒕𝒔: ൝
+ 𝝁, 𝟎

− 𝝁, 𝟎

𝒏𝒐𝒅𝒆

𝝁برای  < .ثابت نداردنقطه ی، 𝟎

𝝁برای  > :، نقاط ثابت عبارتند از𝟎

𝝁بنابراین در  = ، یک𝟎

Saddle-node bifurcation

رخ داده و یک

زینی-جفت جاذب

.متولد شده است

𝒔𝒂𝒅𝒅𝒍𝒆 𝒑𝒐𝒊𝒏𝒕
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(limit cycle bifurcation)شدن سیکل حدی دوشاخه

دیدیم که،پیش تر

هباشد کمختلطمشخصه یمقادیر دارای می تواندثابت در فضای حالت دو بعدی نقطه ی

ز سمت در این شرایط، با جابجایی مقادیر مشخصه ا. استتراژکتوریرفتار مارپیچی نشانگر 

وقتی بخش حقیقی )می دهدرخ دو شاخه شدنمختلط به سمت راست آن،  صفحه یچپ 

(.می شودمقدار مشخصه صفر 

.استدو شاخه شدن تولد یا مرگ سیکل حدی نیز رویداد ❖

Hopfتولد سیکل حدی پایدار، در اصطلاح ❖ bifurcation می شودنامیده.

ینکه،استفاده نمود و اپوانکارهقطع از می توانسیکل حدی مطالعه یاز آنجا که برای 

ندو شاخه شدمی تواناست پاره خطبرای فضای حالت دو بعدی، یک پوانکارهقطع 

عهمطرح شد مورد مطالفضای حالت یک بعدیسیکل حدی را مشابه روشی که برای 

.قرار داد
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:تمرین
.ف شده استمرتبه اول زیر توصیدیفرانسیلمعادلاتسیستمی را در نظر بگیرید که با دستگاه 

ሶ𝒙𝟏 = −𝒙𝟐 + 𝒙𝟏 𝝁 − 𝒙𝟏
𝟐 + 𝒙𝟐

𝟐

ሶ𝒙𝟐 = +𝒙𝟏 + 𝒙𝟐 𝝁 − 𝒙𝟏
𝟐 + 𝒙𝟐

𝟐

.بازنمایی کنید( 𝒓,𝜽)را به فرم قطبی معادلاتجبری، دستگاه دستکاری هایبا : الف

𝜽بر اساس نتایج بند الف، :   ب 𝒕را تعیین و تفسیر نمایید.

𝝁برای :   ج < .، نقاط ثابت و نوع آنها را تعیین نمایید𝟎

𝝁برای : د > .، نقاط ثابت و نوع آنها را تعیین نمایید𝟎

چه مقدار پارامتر و از چه نوعی است؟ازایدو شاخه شدن به :   ه

𝒓𝟐 = 𝒙𝟏
𝟐 + 𝒙𝟐

𝟐

𝜽 = 𝒕𝒂𝒏−𝟏 𝒙𝟐/𝒙𝟏 𝐭𝐚𝐧𝜽 = 𝒙𝟐/𝒙𝟏
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:حل الف

ሶ𝒓 =
𝟏

𝟐
𝒙𝟏
𝟐 + 𝒙𝟐

𝟐 −
𝟏
𝟐 𝟐𝒙𝟏 ሶ𝒙𝟏 + 𝟐𝒙𝟐 ሶ𝒙𝟐

ሶ𝒙𝟏 = −𝒙𝟐 + 𝒙𝟏 𝝁 − 𝒙𝟏
𝟐 + 𝒙𝟐

𝟐

ሶ𝒙𝟐 = +𝒙𝟏 + 𝒙𝟐 𝝁 − 𝒙𝟏
𝟐 + 𝒙𝟐

𝟐

𝒓 = 𝒙𝟏
𝟐+𝒙𝟐

𝟐
𝟏
𝟐

ሶ𝒓 =
𝟏

𝟐
𝒙𝟏
𝟐 + 𝒙𝟐

𝟐 −
𝟏
𝟐 𝟐𝒙𝟏 −𝒙𝟐 + 𝒙𝟏 𝝁 − 𝒙𝟏

𝟐 + 𝒙𝟐
𝟐 + 𝟐𝒙𝟐 𝒙𝟏 + 𝒙𝟐 𝝁 − 𝒙𝟏

𝟐 + 𝒙𝟐
𝟐

ሶ𝒓 =
𝟏

𝟐
𝒙𝟏
𝟐 + 𝒙𝟐

𝟐 −
𝟏
𝟐 −𝟐𝒙𝟏𝒙𝟐 + 𝟐𝒙𝟏

𝟐 𝝁 − 𝒙𝟏
𝟐 + 𝒙𝟐

𝟐 + 𝟐𝒙𝟏𝒙𝟐 + 𝟐𝒙𝟐
𝟐 𝝁 − 𝒙𝟏

𝟐 + 𝒙𝟐
𝟐

ሶ𝒓 =
𝟏

𝟐
𝒙𝟏
𝟐 + 𝒙𝟐

𝟐 −
𝟏
𝟐 𝟐 𝒙𝟏

𝟐 + 𝒙𝟐
𝟐 𝝁 − 𝒙𝟏

𝟐 + 𝒙𝟐
𝟐

ሶ𝒓 = 𝒙𝟏
𝟐 + 𝒙𝟐

𝟐 +
𝟏
𝟐 𝝁 − 𝒙𝟏

𝟐 + 𝒙𝟐
𝟐 ሶ𝒓 = 𝒓 𝝁 − 𝒓𝟐

𝐭𝐚𝐧𝜽 =
𝒙𝟐
𝒙𝟏

𝐬𝐢𝐧𝜽

𝒄𝒐𝒔𝜽
=
𝒙𝟐
𝒙𝟏

ሶ𝜽 𝐜𝐨𝐬𝟐𝜽 + ሶ𝜽 𝒔𝒊𝐧𝟐𝜽

𝐜𝐨𝐬𝟐𝜽
=
𝒙𝟏 ሶ𝒙𝟐 − ሶ𝒙𝟏𝒙𝟐

𝒙𝟏
𝟐

ሶ𝜽

𝐜𝐨𝐬𝟐𝜽
=
𝒙𝟏 +𝒙𝟏 + 𝒙𝟐 𝝁 − 𝒙𝟏

𝟐 + 𝒙𝟐
𝟐 − −𝒙𝟐 + 𝒙𝟏 𝝁 − 𝒙𝟏

𝟐 + 𝒙𝟐
𝟐 𝒙𝟐

𝒙𝟏
𝟐
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ሶ𝜽

𝐜𝐨𝐬𝟐𝜽
=
𝒙𝟏 +𝒙𝟏 + 𝒙𝟐 𝝁 − 𝒙𝟏

𝟐 + 𝒙𝟐
𝟐 − −𝒙𝟐 + 𝒙𝟏 𝝁 − 𝒙𝟏

𝟐 + 𝒙𝟐
𝟐 𝒙𝟐

𝒙𝟏
𝟐

ሶ𝜽 𝟏 + 𝐭𝐚𝐧𝟐𝜽 =
𝒙𝟏
𝟐 + 𝒙𝟏𝒙𝟐 𝝁 − 𝒙𝟏

𝟐 + 𝒙𝟐
𝟐 + 𝒙𝟐

𝟐 − 𝒙𝟏𝒙𝟐 𝝁 − 𝒙𝟏
𝟐 + 𝒙𝟐

𝟐

𝒙𝟏
𝟐

ሶ𝜽 𝟏 +
𝒙𝟐
𝟐

𝒙𝟏
𝟐 =

𝒙𝟏
𝟐 + 𝒙𝟐

𝟐

𝒙𝟏
𝟐

ሶ𝜽
𝒙𝟏
𝟐 + 𝒙𝟐

𝟐

𝒙𝟏
𝟐 =

𝒙𝟏
𝟐 + 𝒙𝟐

𝟐

𝒙𝟏
𝟐

ሶ𝜽 = 𝟏

:بنابراین

ሶ𝒙𝟏 = −𝒙𝟐 + 𝒙𝟏 𝝁 − 𝒙𝟏
𝟐 + 𝒙𝟐

𝟐

ሶ𝒙𝟐 = +𝒙𝟏 + 𝒙𝟐 𝝁 − 𝒙𝟏
𝟐 + 𝒙𝟐

𝟐 ሶ𝜽 = 𝟏

ሶ𝒓 = 𝒓 𝝁 − 𝒓𝟐

𝒓 = 𝒙𝟏
𝟐 + 𝒙𝟐

𝟐

𝜽 = 𝒕𝒂𝒏−𝟏 𝒙𝟐/𝒙𝟏
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𝜽 𝒕 = 𝜽𝟎 + 𝒕

تراژکتوری( spiral)که به معنای حرکت مارپیچ می یابدزاویه به طور خطی با زمان افزایش 

.حول مبدا است

ሶ𝜽 = 𝟏

ሶ𝒓 = 𝒓 𝝁 − 𝒓𝟐 :حل ب
𝜽بر اساس نتایج بند الف، :   ب 𝒕را تعیین و تفسیر نمایید.

𝝁برای :   ج < .، نقاط ثابت و نوع آنها را تعیین نمایید𝟎
:حل ج

ሶ𝒓 = 𝒓 𝝁 − 𝒓𝟐 𝒇 𝒓 = 𝒓 𝝁 − 𝒓𝟐 = 𝟎
𝝁 < 𝟎

𝒓 = 𝟎

.استspiral nodeثابت از نوع نقطه ی

مقدار مشخصه:  ቤ
𝒅𝒇

𝒅𝒓
𝒓=𝟎

= ቚ𝝁 − 𝒓𝟐 + −𝟐𝒓 𝒓
𝒓=𝟎

= 𝝁 < 𝟎
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:حل د
ሶ𝒓 = 𝒓 𝝁 − 𝒓𝟐 𝒇 𝒓 = 𝒓 𝝁 − 𝒓𝟐 = 𝟎

𝝁 > 𝟎 𝒓 = 𝟎

.استspiral repellorثابت از نوع نقطه ی

𝝁برای : د > .، نقاط ثابت و نوع آنها را تعیین نمایید𝟎

مقدار مشخصه:  ቤ
𝒅𝒇

𝒅𝒓
𝒓=𝟎

= ቚ𝝁 − 𝒓𝟐 + −𝟐𝒓 𝒓
𝒓=𝟎

= 𝝁 > 𝟎

𝒓 = 𝝁

.منفی باشدنمی تواندrتوجه کنید که 

مقدار مشخصه:  ቤ
𝒅𝒇

𝒅𝒓
𝒓= 𝝁

= ቚ𝝁 − 𝒓𝟐 + −𝟐𝒓 𝒓
𝒓= 𝝁

= −𝟐𝝁 < 𝟎

.است(limit cycle)سیکل حدی که نشانگر 
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:حل د
چه مقدار پارامتر و از چه نوعی است؟ازایدو شاخه شدن به :   ه

77



فهرست مطالب

حالت خاص–فضای حالت دو بعدی ❑
حالت عام–فضای حالت دو بعدی ❑
مقادیر مشخصه مختلط❑
دیورژانسقضیه یتلف و ❑
برای مقادیر مشخصهژاکوبینماتریس ❑
(limit cycle)سیکل حدی ❑
و پایداری سیکل حدیپوانکارهقطع ❑
شدندوشاخهقضیه ی❑

(bifurcation theorem)

✓

✓

✓

✓

✓

✓

✓

✓
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