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و آشوبغیرخطیدینامیک
و کاربردهای آن در مهندسی پزشکی
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فضای حالت سه بعدی

مبحث چهارم
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:فضای حالت سه بعدی❖
ده ایپیچیفضای حالت سه بعدی بسیار اهمیت دارد زیرا سیستم قادر خواهد بود رفتارهای 

.را بروز دهدآشوبنظیر 

!اشتباه نکنید
ما ارتباطی به این کهفضای حالت سه بعدی اهمیت 

فضای. نداردمی کنیمزندگی جهانی سه بعدی در 
.حالت چیزی متفاوت از فضای فیزیکی است
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!متفاوتشیوه ای❖
...  آنها و به تعیین نقاط ثابت، تعیین نوعتحلیلیشیوه یاگر چه در این مبحث، ابتدا به 

اریمولی در ادامه، قصد د( مشابه آنچه برای فضای حالت یک و دو بعدی انجام شد)می پردازیم

و دو شاخه شدن درجاذب ها، تراژکتوری هااز (توپولوژیکی)تصویری هندسی ، به تدریج

.فضای حالت سه بعدی ارائه کنیم و بر آن تاکید نماییم
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:با تلفدینامیکیسیستم هایجاذب هایانواع ❖
(quasi-periodic attractor)شبه تناوبی جاذب های❖

(chaotic attractors)آشوبی جاذب های❖

!توجه کنید
(  strange attractor)جاذب عجیب گاهی اصطلاح 

ولی این دو می گرددمعادل جاذب آشوبی استفاده 
!متمایزند
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ملزومات رفتار آشوبناک❖
متمایزتراژکتوری هایعدم تلاقی -1

تراژکتوری هابودن کران دار-2

نزدیک به همتراژکتوری هاینمایی واگرایی-3

در فضای حالت یک یا دو بعدی، 

به طور همزماننمی توانداین ملزومات 

.برآورده شود
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لیاپانوفنمای ❖
𝒕نزدیک به هم در جاذبی آشوبی در تراژکتوریاگر دو  = باشند فاصله 𝒅𝟎فاصله یدارای 𝟎

.به صورت زیر خواهد بود( محدوددوره ایحداقل برای )بر حسب زمان تراژکتوریدو 

؟بررسی نمودتراژکتوریاین رفتار را با استفاده از یک می توانچگونه 

𝒅 𝒕 = 𝒅𝟎 𝒆
𝝀𝒕 𝝀: 𝑳𝒚𝒂𝒑𝒖𝒏𝒐𝒗 𝑬𝒙𝒑𝒐𝒏𝒆𝒏𝒕

𝝀اگر  > !آشوبناک استتراژکتوریباشد رفتار 𝟎

.می یابداز هم به صورت نمایی افزایش تراژکتوری هافاصله یدر این شرایط، 
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(routes to chaos)مسیرهای منتهی به آشوب ❖
!مسیرهای منتهی به آشوبجهان شمولی
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سه بعدیدینامیکیسیستم 

یکیدینامسه متغیر که دارای می گرددبه سیستمی اطلاق سه بعدی دینامیکیسیستم 

ور در هر لحظه از زمان، حالت سیستم را به طمتغیرهامستقل باشد به نحوی که مقدار این 

.یکتا مشخص نماید

است یعنی زمان به طور صریح در توابع(autonomous)خودمختاردقت کنید که سیستم 

𝒇𝟏 ،𝒇𝟐 و𝒇𝟑ظاهر نشده است.

بازنمایی برداری: 

ሶ𝒙𝟏 = 𝒇𝟏 𝒙𝟏, 𝒙𝟐, 𝒙𝟑
ሶ𝒙𝟐 = 𝒇𝟐 𝒙𝟏, 𝒙𝟐, 𝒙𝟑
ሶ𝒙𝟑 = 𝒇𝟑 𝒙𝟏, 𝒙𝟐, 𝒙𝟑

ሶ𝒙 = 𝒇 𝒙
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خودمختاربه غیرخودمختارتبدیل سیستم : یادآوری❖

ی،سیستم دو بعدی که در توابع آن، زمان ظاهر شده است و به عبارتدیفرانسیلمعادلات 

𝒙𝟑با تعریف متغیر جدید می تواناست را ( nonautonomous)غیرخودمختار = 𝒕 به سه

.تبدیل کرد(automnomous)خومختاردیفرانسیلمعادله 

ሶ𝒙𝟏 = 𝒇𝟏 𝒙𝟏, 𝒙𝟐, 𝒕

ሶ𝒙𝟐 = 𝒇𝟐 𝒙𝟏, 𝒙𝟐, 𝒕

ሶ𝒙𝟏 = 𝒇𝟏 𝒙𝟏, 𝒙𝟐, 𝒙𝟑
ሶ𝒙𝟐 = 𝒇𝟐 𝒙𝟏, 𝒙𝟐, 𝒙𝟑
ሶ𝒙𝟑 = 𝟏

𝒙𝟑 = 𝒕
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...به غیرخودمختارسیستم تبدیل:تمرین

(  مرتبه اولدیفرانسیلمعادلاتدستگاه )را به صورت استاندارد van der Polمعادله ی

𝒅𝟐𝒒.بازنویسی کنید

𝒅𝒕𝟐
+ 𝜸 𝒒

𝒅𝒒

𝒅𝒕
+ 𝒒 𝒕 = 𝒈 𝒔𝒊𝒏 𝝎𝒕

𝒙𝟏 𝒕 = 𝒒 𝒕

𝒙𝟐 𝒕 =
𝒅𝒒

𝒅𝒕

𝒙𝟑 𝒕 = 𝒕

ሶ𝒙𝟏 = 𝒙𝟐

ሶ𝒙𝟑 = 𝟏

ሶ𝒙𝟐 = −𝜸 𝒙𝟏 𝒙𝟐 − 𝒙𝟏 + 𝒈 𝒔𝒊𝒏𝝎𝒙𝟑

ሶ𝒙𝟐 = −𝒙𝟐 𝜸 𝒙𝟏 − 𝒙𝟏 + 𝒈 𝒔𝒊𝒏𝝎𝒙𝟑

ሶ𝒙𝟑 = 𝟏

ሶ𝒙𝟏 = 𝒙𝟐
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:نقاط ثابت

یستم که به صورت سغیرخودمختاردو بعدی سیستم هایتوجه داشته باشید که 

.بازنویسی شده است فاقد نقطه ثابت استخودمختارسه بعدی 

ሶ𝒙𝟏 = 𝒇𝟏 𝒙𝟏, 𝒙𝟐, 𝒙𝟑
ሶ𝒙𝟐 = 𝒇𝟐 𝒙𝟏, 𝒙𝟐, 𝒙𝟑
ሶ𝒙𝟑 = 𝒇𝟑 𝒙𝟏, 𝒙𝟐, 𝒙𝟑

ሶ𝒙𝟏 = 𝟎

ሶ𝒙𝟐 = 𝟎

ሶ𝒙𝟑 = 𝟎

𝒇𝟏 𝒙𝟏, 𝒙𝟐, 𝒙𝟑 = 𝟎

𝒇𝟐 𝒙𝟏, 𝒙𝟐, 𝒙𝟑 = 𝟎

𝒇𝟑 𝒙𝟏, 𝒙𝟐, 𝒙𝟑 = 𝟎

ሶ𝒙𝟏 = 𝒇𝟏 𝒙𝟏, 𝒙𝟐, 𝒙𝟑
ሶ𝒙𝟐 = 𝒇𝟐 𝒙𝟏, 𝒙𝟐, 𝒙𝟑
ሶ𝒙𝟑 = 𝟏

یادآوری: 
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:ژاکوبینماتریس 

ارمتناظرمشخصه یسه مقدار می توانثابت، نقطه یدر هر ژاکوبینماتریس محاسبه یبا 

.ثابت را مشخص نمودنقطه یتعیین و رفتار 

𝑱 =

𝝏𝒇𝟏
𝝏𝒙𝟏

𝝏𝒇𝟏
𝝏𝒙𝟐

𝝏𝒇𝟏
𝝏𝒙𝟑

𝝏𝒇𝟐
𝝏𝒙𝟏

𝝏𝒇𝟐
𝝏𝒙𝟐

𝝏𝒇𝟐
𝝏𝒙𝟑

𝝏𝒇𝟑
𝝏𝒙𝟏

𝝏𝒇𝟑
𝝏𝒙𝟐

𝝏𝒇𝟑
𝝏𝒙𝟑

نژاکوبیماتریس :  𝑱 =

𝒇𝟏𝟏 𝒇𝟏𝟐 𝒇𝟏𝟑
𝒇𝟐𝟏 𝒇𝟐𝟐 𝒇𝟐𝟑
𝒇𝟑𝟏 𝒇𝟑𝟐 𝒇𝟑𝟑

معادله مشخصه:  𝑱 − 𝝀𝑰 = 𝟎

آن نشانگر مقادیر مشخصه ریشه هایاست که 3جبری درجه معادله یمشخصه، یک معادله ی

:می باشند
معادله مشخصه:  𝝀𝟑 + 𝒑𝝀𝟐 + 𝒒𝝀 + 𝒓 = 𝟎
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:بازنویسی معادله مشخصه❖

!وارسی

𝒙 = 𝝀 + 𝒑/𝟑

𝒂 =
𝟏

𝟑
(𝟑𝒒 − 𝒑𝟐)

𝒃 =
𝟏

𝟐𝟕
𝟐𝒑𝟑 − 𝟗𝒑𝒒 + 𝟐𝟕𝒓

𝝀𝟑 + 𝒑𝝀𝟐 + 𝒒𝝀 + 𝒓 = 𝟎

𝒙𝟑 + 𝒂𝒙 + 𝒃 = 𝟎

𝒙𝟑 + 𝒂𝒙 + 𝒃 = 𝟎

𝝀 + 𝒑/𝟑 𝟑 +
𝟏

𝟑
(𝟑𝒒 − 𝒑𝟐) 𝝀 + 𝒑/𝟑 +

𝟏

𝟐𝟕
𝟐𝒑𝟑 − 𝟗𝒑𝒒 + 𝟐𝟕𝒓 = 𝟎

𝝀𝟑 + 𝒑𝝀𝟐 +
𝟏

𝟑
𝒑𝟐𝝀 +

𝟏

𝟐𝟕
𝒑𝟑 + 𝒒𝝀 +

𝟏

𝟑
𝒑𝒒 −

𝟏

𝟑
𝒑𝟐𝝀 −

𝟏

𝟗
𝒑𝟑 +

𝟐

𝟐𝟕
𝒑𝟑 −

𝟏

𝟑
𝒑𝒒 + 𝒓 = 𝟎

𝝀𝟑 + 𝒑𝝀𝟐 + 𝒒𝝀 + 𝒓 = 𝟎
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:مقادیر مشخصه❖

:مختلف مقادیر مشخصهحالت های

𝝀𝟏 = 𝑨 + 𝑩

𝝀𝟐 = −
𝑨 + 𝑩

𝟐
+

𝑨 − 𝑩

𝟐
−𝟑

𝝀𝟑 = −
𝑨 + 𝑩

𝟐
−

𝑨 − 𝑩

𝟐
−𝟑

𝒔 =
𝒃𝟐

𝟒
+
𝒂𝟑

𝟐𝟕

𝑨 = −
𝒃

𝟐
+ 𝒔

𝟏
𝟑

𝑩 = −
𝒃

𝟐
− 𝒔

𝟏
𝟑

𝒙𝟑 + 𝒂𝒙 + 𝒃 = 𝟎

غیرمساویهر سه مقدار مشخصه حقیقی و -1

هر سه مقدار مشخصه حقیقی و حداقل دو مقدار مساوی هم-2

مختطیکی از مقادیر مشخصه حقیقی و دو مقدار دیگر مزدوج -3
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:نقاط ثابت( index)شاخص ❖

(index of fixed point)ثابت نقطه یشاخص برای فضای حالت سه بعدی و بیشتر، معمولا 

مقدارثابت که داراینقطه یمشخصه یتعداد مقادیر ثابت، نقطه یشاخص . می گرددتعیین 

.می گرددتعریف حقیقی مثبت هستند

.  استثابت نقطه یout-setبعد فضایی ثابت برابر با نقطه یاز دیدگاه مهندسی، شاخص 

.است3دارای شاخص repellorدارای شاخص صفر و nodeاز این رو، 
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:انواع نقاط ثابت در فضای حالت سه بعدی❖
1 - node

1s- spiral node

2 - repellor

2s- spiral repellor

3 - saddle point – index 1

3s- spiral saddle point – index 1

4 - saddle point – index 2

4s- spiral saddle point – index 2
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:انواع نقاط ثابت در فضای حالت سه بعدی❖
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❖Node:
.تمامی مقادیر مشخصه حقیقی و منفی هستند❖

مت آنثابت، مستقیما و بدون گردش به دور آن، به سنقطه ینزدیک تراژکتوری هایتمام ❖

.می شوندجذب 

𝑹𝒆 𝝀

𝑰𝒎 𝝀

مقادیر مشخصه

𝒙𝟑

𝒙𝟐

𝒙𝟏

فضای حالت
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❖Repellor:
.تمامی مقادیر مشخصه حقیقی و مثبت هستند❖

ور   ثابت، مستقیما و بدون گردش به دور آن، از آن دنقطه ینزدیک تراژکتوری هایتمام ❖

.می شوند

𝑹𝒆 𝝀

𝑰𝒎 𝝀

مقادیر مشخصه

𝒙𝟑

𝒙𝟐

𝒙𝟏

فضای حالت
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✓
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