
سمناندانشگاهمالکیدکتر

پردازش سیگنال دیجیتال
:فصل دوم

در حوزه گسسته سیگنال هافرکانس و 



ف فصل :اهدا
درفرکانسمفهومدرکفصل،اینهدف

بتداامنظور،بدین.استگسستهزمانسیگنال
وپیوستهزمانسیگنالدرفرکانسمفهوم
.می‌گرددیادآورینمونه‌برداریمفهوم



:عناوین مبحث
oسینوسی‌پیوستهسیگنال‌های
oنمونه‌برداری
oبازنمایی‌سیگنال
oفرکانس‌در‌سیگنال‌زمان‌گسسته
oمروریمثال‌های
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:زمان‌پیوستهتک‌فرکانسسیگنال‌

در𝒓شعاعبهدایره‌ایروی𝒕،𝒙(𝒕)افزایشبا

آنفازثانیه،هردرومی‌شودجابجامختلطصفحه

.می‌کندتغییررادیان𝛀اندازهبه

𝒙 𝒕 = 𝒓𝒆𝒋𝛀𝐭 𝒓:

𝛀𝐭:

دورانشعاع

رادیانزاویه

𝛀𝐭𝟎

𝛀 = 𝟐𝝅𝒇 𝒇 =
𝛀

𝟐𝝅
تزهریاثانیهبردورواحدبا
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:سه‌بعدی‌سیگنال‌نمایی‌مختلطترسیمه
𝒙مختلطنماییسیگنال 𝒕 = 𝒓𝒆𝒋𝛀𝐭کنیدرسمزمانحسببررا.

xt = @(t) t;
yt = @(t) cos(t);
zt = @(t) sin(t);
fplot3(xt,yt,zt,[0 6*pi]); %3-D plot
xL = xlim;
yL = ylim;
zL = zlim;
line([0 0], yL, [0 0],'LineWidth',1,'Color','black'); %y-axis
line(xL, [0 0], [0 0],'LineWidth',1,'Color','black'); %x-axis
line([0 0], [0 0], zL,'LineWidth',1,'Color','black'); %z-axis
...
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:زینکارتبازنمایی‌سیگنال‌نمایی‌مختلط‌در‌دستگاه‌

می‌توانموهومیوحقیقیمحورهایبرمختلطمقدارکردنتصویربا

.کردبازنماییکارتزیندستگاهدرراسیگنال

𝒙 𝒕 = 𝒓𝒆𝒋𝛀𝐭 = 𝒓𝒆𝒋𝟐𝝅𝒇𝐭 = 𝒓𝒄𝒐𝒔 𝟐𝝅𝒇𝒕 + 𝒋𝒓𝒔𝒊𝒏 𝟐𝝅𝒇𝒕
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:و‌بازنمایی‌ترسیمی‌آناولررابطه‌

𝒄𝒐𝒔 𝜽 =
𝒆𝒋𝜽 + 𝒆−𝒋𝜽

𝟐 𝒔𝒊𝒏 𝜽 =
𝒆𝒋𝜽 − 𝒆−𝒋𝜽

𝟐𝒋
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:فرکانسی‌سینوس‌و‌کسینوسمولفه‌های
𝒓𝒄𝒐𝒔فرکانسیمولفه‌های،اولرفرمولازاستفادهبا 𝛀𝐭و𝒓𝒔𝒊𝒏 𝛀𝐭کنیدتعیینرا.

𝒓𝒄𝒐𝒔 𝛀𝒕 = 𝒓.
𝟏

𝟐
𝒆𝒋𝛀𝐭 + 𝒆−𝒋𝛀𝐭 =

𝒓

𝟐
𝒆𝒋𝛀𝐭 +

𝒓

𝟐
𝒆−𝒋𝛀𝐭

𝒓𝒔𝒊𝒏 𝛀𝒕 = 𝒓.
𝟏

𝟐𝒋
𝒆𝒋𝛀𝐭 − 𝒆−𝒋𝛀𝐭 =

𝒓

𝟐𝒋
𝒆𝒋𝛀𝐭 −

𝒓

𝟐𝒋
𝒆−𝒋𝛀𝐭

.است𝛀−و𝛀فرکانسیمولفه‌هایحاویکسینوسوسینوسکهاستمعنابداناین
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:ن‌فازدارای‌فاز‌به‌سینوس‌و‌کسینوس‌بدوکسینوسیتجزیه‌
.کردجزیهتفازبدونکسینوسوسینوسخطیترکیببهمی‌توانرافازدارایکسینوسیدهیدنشان

𝒄𝒐𝒔 𝛀𝒕 + 𝜽 = 𝒄𝒐𝒔 𝜽 𝒄𝒐𝒔 𝛀𝐭 − 𝒔𝒊𝒏 𝜽 𝒔𝒊𝒏 𝛀𝐭

:حل
𝒄𝒐𝒔 𝛀𝒕 + 𝜽 = 𝑹𝒆 𝒆𝒋 𝛀𝒕+𝜽

= 𝑹𝒆 𝒄𝒐𝒔 𝜽 + 𝒋𝒔𝒊𝒏 𝜽 𝒄𝒐𝒔 𝛀𝒕 + 𝒋𝒔𝒊𝒏 𝛀𝒕

= 𝑹𝒆 𝒆𝒋𝜽𝒆𝒋𝛀𝒕

= 𝒄𝒐𝒔 𝜽 𝒄𝒐𝒔 𝛀𝐭 − 𝒔𝒊𝒏 𝜽 𝒔𝒊𝒏 𝛀𝐭

= 𝑹𝒆 𝒄𝒐𝒔 𝜽 𝒄𝒐𝒔 𝛀𝒕 + 𝒋𝒄𝒐𝒔 𝜽 𝒔𝒊𝒏 𝛀𝒕 + 𝒋𝒔𝒊𝒏 𝜽 𝒄𝒐𝒔 𝛀𝒕 − 𝒔𝒊𝒏 𝜽 𝒔𝒊𝒏 𝛀𝒕

𝒄𝒐𝒔 𝛀𝒕 + 𝜽 = 𝒄𝒐𝒔 𝜽 𝒄𝒐𝒔 𝛀𝐭 − 𝒔𝒊𝒏 𝜽 𝒔𝒊𝒏 𝛀𝐭
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یادآوری‌جابجایی‌زمانی‌سیگنال
همانبهسیگنالشودکاستهآنازیاافزوده(𝒕زمان)سیگنالمستقلمتغیربه𝝉مثبتمقداراگر

.می‌گرددجابجاراستیاچپسمتبهترتیببهاندازه
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:مثلثاتیبازنمایی‌ترسیمی‌چند‌معادل‌
ome = -2*pi:pi/100:2*pi;
x1 = cos(ome);
x2 = sin(ome);
str = {'-2\pi','-3\pi/2','-\pi','-\pi/2','0','\pi/2','\pi','3\pi/2','2\pi’};

figure,
subplot(221), plot(ome,x1,ome,x2), grid
xticks([-2*pi -3*pi/2 -pi -pi/2 0 pi/2 pi 3*pi/2 2*pi])
xticklabels(str);
xlim([-2*pi 2*pi])
ylim([-1.5 1.5])

subplot(222), plot(ome,x1,ome,x2,ome,-x2), grid
xticks([-2*pi -3*pi/2 -pi -pi/2 0 pi/2 pi 3*pi/2 2*pi])
xticklabels(str);
xlim([-2*pi 2*pi])
ylim([-1.5 1.5])
ادامه‌دارد
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:مثلثاتیبازنمایی‌ترسیمی‌چند‌معادل‌
:ادامه
subplot(223), plot(ome,x1,ome,-x1), grid
xticks([-2*pi -3*pi/2 -pi -pi/2 0 pi/2 pi 3*pi/2 2*pi])
xticklabels(str);
xlim([-2*pi 2*pi])
ylim([-1.5 1.5])
xlabel('\theta’)

subplot(224), plot(ome,x2,ome,-x2), grid
xticks([-2*pi -3*pi/2 -pi -pi/2 0 pi/2 pi 3*pi/2 2*pi])
xticklabels(str);
xlim([-2*pi 2*pi])
ylim([-1.5 1.5])
xlabel('\theta')
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:مثال
چیست؟زیررابطهمفهوم

𝑨 𝒄𝒐𝒔 𝛀𝒕 + 𝜽 = 𝑨 𝒄𝒐𝒔 𝜽  𝒄𝒐𝒔 𝛀𝐭 − 𝑨 𝒔𝒊𝒏 𝜽  𝒔𝒊𝒏 𝛀𝐭

:حل

𝒄𝒐𝒔خطیترکیب 𝛀𝐭و𝒔𝒊𝒏 𝛀𝐭فرکانسهمانباکسینوسیتابعمی‌تواندوزن‌دار

𝐀 𝒄𝒐𝒔)وزن‌ها.سازدفراهمرادلخواهیفازودامنههرو 𝜽و−𝑨 𝒔𝒊𝒏 𝜽)بر

.می‌گردندتعیینسیگنال(𝜽)فازو(𝐀)دامنهاساس

𝒄𝒐𝒔 𝛀𝐭وزوجسیگنالی𝒔𝒊𝒏 𝛀𝐭طهراببنابراین.استفردسیگنالی

𝑨 𝒄𝒐𝒔سیگنالتجزیهنشانگرشدهداده 𝛀𝒕 + 𝜽(سیگناللزوماکه

.استفردوزوجبخش‌هایبه(نیستفردیازوج

𝑨 𝒄𝒐𝒔 𝛀𝒕 + 𝜽 = 𝑨 𝒄𝒐𝒔 𝜽  𝒄𝒐𝒔 𝛀𝐭 − 𝑨 𝒔𝒊𝒏 𝜽  𝒔𝒊𝒏 𝛀𝐭
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:زوج‌و‌فردسیگنال‌هاییادآوری‌
زوجسیگنالتعریف: 𝒙𝒆 𝒕 = 𝒙𝒆 −𝒕

دفرسیگنالتعریف: 𝒙𝒐 𝒕 = −𝒙𝒐 −𝒕

قارنمتمختصاتدستگاهمبدابهنسبتفردسیگنالواستمتقارن𝒚محوربهنسبتزوجسیگنال

.است
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:زوج‌و‌فردبخش‌هاییادآوری‌تجزیه‌سیگنال‌به‌

𝒙𝒆 𝒕 =
𝟏

𝟐
𝒙 𝒕 + 𝒙 −𝒕

𝒙 𝒕 = 𝒙𝒆 𝒕 + 𝒙𝒐 𝒕

.کردتجزیهفردوزوجاجزایبهمی‌توانرادلخواهیسیگنالهر

𝒙𝒐 𝒕 =
𝟏

𝟐
𝒙 𝒕 − 𝒙 −𝒕
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:مثال
𝑨 𝒄𝒐𝒔سیگنالفردوزوجبخش‌های 𝛀𝒕 + 𝜽آوریددستبهرا.

:اولروشبهحل
𝑨 𝒄𝒐𝒔رابطهبهتوجهبا 𝛀𝒕 + 𝜽 = 𝑨 𝒄𝒐𝒔 𝜽  𝒄𝒐𝒔 𝛀𝐭 − 𝑨 𝒔𝒊𝒏 𝜽  𝒔𝒊𝒏 𝛀𝐭

𝒄𝒐𝒔بودنزوجبهعلمو 𝛀𝐭بودنفردو𝒔𝒊𝒏 𝛀𝐭داریم:

𝒙𝒐 𝒕 = −𝑨 𝒔𝒊𝒏 𝜽  𝒔𝒊𝒏 𝛀𝐭

بخش‌زوج‌سیگنال:

بخش‌فرد‌سیگنال:‌
𝒙𝒆 𝒕 = 𝑨 𝒄𝒐𝒔 𝜽  𝒄𝒐𝒔 𝛀𝐭

:دومروشبهحل

𝒙𝒆 𝒕 =
𝟏

𝟐
𝒙 𝒕 + 𝒙 −𝒕 =

𝟏

𝟐
𝑨 𝒄𝒐𝒔 𝜴𝒕 + 𝜽 + 𝑨 𝒄𝒐𝒔 −𝜴𝒕 + 𝜽

=
𝐀

𝟒
𝒆𝒋 𝜴𝒕+𝜽 + 𝒆−𝒋 𝜴𝒕+𝜽 + 𝒆𝒋 −𝜴𝒕+𝜽 + 𝒆−𝒋 −𝜴𝒕+𝜽

=
𝐀

𝟒
𝒆𝒋𝜴𝒕𝒆𝒋𝜽 + 𝒆−𝒋𝜴𝒕𝒆−𝒋𝜽 + 𝒆−𝒋𝜴𝒕𝒆𝒋𝜽 + 𝒆𝒋𝜴𝒕𝒆−𝒋𝜽

=
𝐀

𝟒
𝒆𝒋𝜴𝒕 (𝒆𝒋𝜽 + 𝒆−𝒋𝜽) + 𝒆−𝒋𝜴𝒕(𝒆𝒋𝜽 + 𝒆−𝒋𝜽) 

=
𝐀

𝟐
 𝒄𝒐𝒔 𝜽 𝒆𝒋𝜴𝒕  + 𝒆−𝒋𝜴𝒕 = 𝑨 𝒄𝒐𝒔 𝜽 𝒄𝒐𝒔 𝛀𝐭
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:مثال
𝑨 𝒄𝒐𝒔سیگنالفردوزوجبخش‌های 𝛀𝒕 + 𝜽آوریددستبهرا.

:دومروشبهحلادامه

𝒙𝒐 𝒕 =
𝟏

𝟐
𝒙 𝒕 − 𝒙 −𝒕 =

𝟏

𝟐
𝑨 𝒄𝒐𝒔 𝜴𝒕 + 𝜽 − 𝑨 𝒄𝒐𝒔 −𝜴𝒕 + 𝜽

=
𝐀

𝟒
𝒆𝒋 𝜴𝒕+𝜽 + 𝒆−𝒋 𝜴𝒕+𝜽 − 𝒆𝒋 −𝜴𝒕+𝜽 − 𝒆−𝒋 −𝜴𝒕+𝜽

=
𝐀

𝟒
𝒆𝒋𝜴𝒕𝒆𝒋𝜽 + 𝒆−𝒋𝜴𝒕𝒆−𝒋𝜽 − 𝒆−𝒋𝜴𝒕𝒆𝒋𝜽 − 𝒆𝒋𝜴𝒕𝒆−𝒋𝜽

=
−𝐀

𝟒𝐣𝟐
𝒆𝒋𝜴𝒕 𝒆𝒋𝜽 − 𝒆−𝒋𝜽 − 𝒆−𝒋𝜴𝒕(𝒆𝒋𝜽 − 𝒆−𝒋𝜽) 

=
−𝐀

𝟐𝐣
 𝒔𝒊𝒏 𝜽 𝒆𝒋𝜴𝒕 − 𝒆−𝒋𝜴𝒕 = −𝑨 𝒔𝒊𝒏 𝜽 𝒔𝒊𝒏 𝛀𝐭
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:هم‌فرکانسبرای‌ترکیب‌چند‌سینوسی‌فازوراستفاده‌از‌

𝑷𝒉𝒂𝒔𝒐𝒓 𝑨 𝒄𝒐𝒔 𝛀𝐭 + 𝜽 = 𝑨 𝒆𝒋𝝎𝒕

باوسیسینیکباوکردترکیبهمباراآنهامی‌توانباشیمداشتههم‌فرکانسسینوسیچنداگر

.دادانجامسادگیبهفازورمفهومازبردنبهرهباراکاراین.نمودبازنماییفرکانسهمان

:یعنیاستسینوسیسیگنالاستاتیکبردارنشانگرفازور

اساسربوکنیمجمعهمباراآنهافازوراستلازم،هم‌فرکانسسینوسیسیگنالدوکردنجمعبرای

.بنویسیمراحاصلسینوسیسیگنالحاصل،فازور
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:برای‌جمع‌کردن‌دو‌سینوسیفازورپشتوانه‌استفاده‌از‌

𝑨𝟏 𝒄𝒐𝒔 𝛀𝐭 + 𝜽𝟏 + 𝑨𝟐 𝒄𝒐𝒔 𝛀𝐭 + 𝜽𝟐 = 𝑹𝒆 𝑨𝟏 𝒆𝒋 𝛀𝐭+𝜽𝟏 + 𝑹𝒆 𝑨𝟐 𝒆𝒋 𝛀𝐭+𝜽𝟐

وکنیمجمعهمباراآنهافازوراستلازم،هم‌فرکانسسینوسیسیگنالدوکردنجمعبرایبنابراین،

.بنویسیمراحاصلسینوسیسیگنالحاصل،فازوراساسبر

= 𝑹𝒆 𝑨𝟏𝒆𝒋𝛀𝐭𝒆𝒋𝜽𝟏 + 𝑨𝟐𝒆𝒋𝛀𝐭𝒆𝒋𝜽𝟐 = 𝑹𝒆 𝒆𝒋𝛀𝐭 𝑨𝟏𝒆𝒋𝜽𝟏 + 𝑨𝟐𝒆𝒋𝜽𝟐

اگر‌مجموع‌دو‌مقدار‌مختلط‌را‌به‌صورت‌یک‌مقدار‌مختلط‌

𝑨𝟏𝒆𝒋𝜽𝟏:‌بنویسیم،‌یعنی + 𝑨𝟐𝒆𝒋𝜽𝟐 = 𝑨𝟑𝒆𝒋𝜽𝟑

= 𝑹𝒆 𝒆𝒋𝛀𝐭 𝑨𝟑𝒆𝒋𝜽𝟑 = 𝑹𝒆 𝑨𝟑𝒆𝒋 𝛀𝐭+𝜽𝟑 = 𝑨𝟑𝒄𝒐𝒔 𝛀𝐭 + 𝜽𝟑
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:بردارهابه‌شیوه‌ترسیمی‌با‌جمع‌فازورهاروش‌جمع‌کردن‌
بیقطمختصاتدرآنهابرداریجمعازمی‌توانهستندمختلطمقادیریکهفازورهاکردنجمعبرای

.بردبهره

𝑨𝟏𝒆𝒋𝜽𝟏 + 𝑨𝟐𝒆𝒋𝜽𝟐 = 𝑨𝟑𝒆𝒋𝜽𝟑 
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:مثال
𝒄𝒐𝒔عبارتجمعحاصل 𝛀𝒕 + 𝒔𝒊𝒏 𝛀𝒕 + 𝝅بنویسیدکسینوسیسیگنالیکفرمبهرا.

:می‌نویسمکسینوسفرمبهرادوهرابتدااستکسینوسدیگریوسینوسازیکیچون:حل

𝒄𝒐𝒔 𝛀𝐭 + 𝒔𝒊𝒏 𝛀𝐭 + 𝝅 = 𝟐 𝒄𝒐𝒔 𝛀𝐭 +
𝝅

𝟒

:داریمفازورازبهره‌گیریبا

𝒄𝒐𝒔 𝛀𝐭 + 𝒔𝒊𝒏 𝛀𝐭 + 𝝅 = 𝒄𝒐𝒔 𝛀𝐭 + 𝒔𝒊𝒏 𝛀𝐭 +
𝝅

𝟐
+

𝝅

𝟐

= 𝒄𝒐𝒔 𝛀𝐭 + 𝒄𝒐𝒔 𝛀𝐭 +
𝝅

𝟐

𝑷𝒉𝒂𝒔𝒐𝒓 𝒄𝒐𝒔 𝛀𝐭 + 𝑷𝒉𝒂𝒔𝒐𝒓 𝒄𝒐𝒔 𝛀𝐭 +
𝝅

𝟐
= 𝒆𝒋𝟎 + 𝒆𝒋

𝝅
𝟐 = 𝟏 + 𝒋 = 𝟐 𝒆𝒋

𝝅
𝟒

𝟐 𝒆𝒋
𝝅
𝟒

𝒆𝒋
𝝅
𝟐 = 𝒋

𝒆𝒋𝟎 = 𝟏
𝑹𝒆𝒂𝒍

𝑰𝒎𝒂𝒈.
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:ینوسی‌بازنمایی‌هر‌سیگنال‌دلخواه‌با‌ترکیب‌خطی‌پیوسته‌س
:کندبازنماییرادلخواهیسیگنالهرمی‌تواندسینو‌سی‌هاازپیوستهخطیترکیب

𝒙 𝒕 = න
𝟎

+∞

𝒎 𝛀 𝒄𝒐𝒔 𝛀𝒕 + 𝜽 𝛀 𝒅𝛀 , 𝛀𝛜𝑹

= න
𝟎

+∞

𝒎 𝛀 𝒄𝒐𝒔 𝜽 𝛀 𝒄𝒐𝒔 𝛀𝒕 − 𝒔𝒊𝒏 𝜽 𝛀 𝒔𝒊𝒏 𝛀𝒕 𝒅𝛀

= න
𝟎

+∞

𝒎 𝛀 𝒄𝒐𝒔 𝜽 𝛀
𝟏

𝟐
𝒆𝒋𝛀𝒕 + 𝒆−𝒋𝛀𝒕 − 𝒔𝒊𝒏 𝜽 𝛀

−𝒋

𝟐
𝒆𝒋𝛀𝒕 − 𝒆−𝒋𝛀𝒕 𝒅𝛀

= න
𝟎

+∞

𝒎 𝛀
𝒄𝒐𝒔 𝜽 𝛀 + 𝒋𝒔𝒊𝒏 𝜽 𝛀

𝟐
𝒆𝒋𝛀𝒕 +

𝒄𝒐𝒔 𝜽 𝛀 − 𝒋𝒔𝒊𝒏 𝜽 𝛀

𝟐
𝒆−𝒋𝛀𝒕 𝒅𝛀

= න
𝟎

+∞ 𝟏

𝟐
𝒎 𝛀 𝒆𝒋𝜽 𝛀 𝒆𝒋𝛀𝒕𝒅𝛀 + න

𝟎

+∞ 𝟏

𝟐
𝒎 𝛀 𝒆−𝒋𝜽 𝛀 𝒆−𝒋𝛀𝒕𝒅𝛀

= න
𝟎

+∞

𝒎 𝛀
𝒆𝒋𝜽 𝛀

𝟐
𝒆𝒋𝛀𝒕 +

𝒆−𝒋𝜽 𝛀

𝟐
𝒆−𝒋𝛀𝒕 𝒅𝛀
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= න
𝟎

+∞ 𝟏

𝟐
𝒎 𝛀 𝒆𝒋𝜽 𝛀 𝒆𝒋𝛀𝒕𝒅𝛀 + න

𝟎

−∞ 𝟏

𝟐
𝒎 −𝛀 𝒆−𝒋𝜽 −𝛀 𝒆−𝒋 −𝛀 𝒕 −𝒅𝛀

𝒎اندازهبرایزوجتقارنفرضبا 𝛀فازبرایفردتقارنو𝜽 𝛀داریم:

= න
𝟎

+∞ 𝟏

𝟐
𝒎 𝛀 𝒆𝒋𝜽 𝛀 𝒆𝒋𝛀𝒕𝒅𝛀 + න

−∞

𝟎 𝟏

𝟐
𝒎 𝛀 𝒆𝒋𝜽 𝛀 𝒆𝒋 𝛀 𝒕 +𝒅𝛀

= න
−∞

+∞ 𝟏

𝟐
𝒎 𝛀 𝒆𝒋𝜽 𝛀 𝒆𝒋𝛀𝒕𝒅𝛀

= න
𝟎

+∞ 𝟏

𝟐
𝒎 𝛀 𝒆𝒋𝜽 𝛀 𝒆𝒋𝛀𝒕𝒅𝛀 + න

𝟎

+∞ 𝟏

𝟐
𝒎 𝛀 𝒆−𝒋𝜽 𝛀 𝒆−𝒋𝛀𝒕𝒅𝛀

𝒙 𝒕 = න
−∞

+∞

𝒄 𝛀  𝒆𝒋𝛀𝒕 𝒅𝛀𝒄 𝛀 =
𝟏

𝟐
𝒎 𝛀 𝒆𝒋𝜽 𝛀
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:نگرش‌مفهومی‌به‌روابط‌

: Magnitude of individual frequency component

𝒙 𝒕 = න
𝟎

+∞

𝒎 𝛀 𝒄𝒐𝒔 𝛀𝒕 + 𝜽 𝛀 𝒅𝛀 , 𝛀𝛜𝑹

𝒙 𝒕 = න
𝟎

+∞

𝒎 𝛀 𝒄𝒐𝒔 𝜽 𝛀 𝒄𝒐𝒔 𝛀𝒕 − 𝒔𝒊𝒏 𝜽 𝛀 𝒔𝒊𝒏 𝛀𝒕 𝒅𝛀

𝒙 𝒕 = න
𝟎

+∞

𝒎 𝛀 𝒄𝒐𝒔 𝜽 𝛀 𝒄𝒐𝒔 𝛀𝒕 − 𝒎 𝛀 𝒔𝒊𝒏 𝜽 𝛀 𝒔𝒊𝒏 𝛀𝒕 𝒅𝛀

𝒂 𝛀 = 𝒎 𝛀 𝒄𝒐𝒔 𝜽 𝛀

𝒃 𝛀 = 𝒎 𝛀 𝒔𝒊𝒏 𝜽 𝛀
𝒙 𝒕 = න

𝟎

+∞

𝒂 𝛀 𝒄𝒐𝒔 𝛀𝒕 − 𝒃 𝛀 𝒔𝒊𝒏 𝛀𝒕 𝒅𝛀

1

2

𝒙 𝒕 = න
−∞

+∞

𝒄 𝛀  𝒆𝒋𝛀𝒕 𝒅𝛀
3

: Amplitude of individual frequency component

𝒄 𝛀

𝒂 𝛀  , 𝒃 𝛀  , 𝒎 𝛀

،فازایدارکسینوسیسیگنال‌هایترکیببامی‌توانرادلخواهیسیگنالهر

.کردییبازنمامختلطنماییوفازبدونسینوسیوکسینوسیسیگنال‌های

: Complex𝒄 𝛀
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𝑪تعیین‌:‌معادله‌آنالیز‌تبدیل‌فوریه‌زمان‌پیوسته 𝛀

: Magnitude of individual frequency component

න
−∞

+∞

𝒙 𝒕  𝒆−𝒋𝛀𝒕 𝒅𝐭

: Amplitude of individual frequency component

𝒄 𝛀

𝒂 𝛀  , 𝒃 𝛀  , 𝒎 𝛀

،فازایدارکسینوسیسیگنال‌هایترکیببامی‌توانرادلخواهیسیگنالهر

.کردییبازنمامختلطنماییوفازبدونسینوسیوکسینوسیسیگنال‌های

= න
−∞

+∞

න
−∞

+∞

𝒄 𝚿  𝒆𝒋𝚿𝒕 𝒅𝚿  𝒆−𝒋𝛀𝒕 𝒅𝐭

= න
−∞

+∞

න
−∞

+∞

𝒄 𝚿  𝒆𝒋𝚿𝒕 𝒆−𝒋𝛀𝒕 𝒅𝚿𝒅𝐭 = න
−∞

+∞

න
−∞

+∞

𝒄 𝚿  𝒆𝒋𝚿𝒕 𝒆−𝒋𝛀𝒕 𝒅𝒕𝒅𝚿

= න
−∞

+∞

𝒄 𝚿 න
−∞

+∞

 𝒆𝒋 𝚿−𝛀 𝒕  𝒅𝒕 𝒅𝚿 න
−∞

+∞

 𝒆𝒋 𝚿−𝛀 𝒕  𝒅𝒕 =?
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𝚿اگر ≠ 𝛀انتگرالباشد𝒔𝒊𝒏و𝒄𝒐𝒔هردر

ورهدبی‌نهایتبرایبنابراینواستصفرتناوب

.می‌شودصفرکلانتگرالهمتناوب

𝚿اگر = 𝛀𝟐یعنیتناوبدورهباشد𝝅

𝚿−𝛀
به

𝒔𝒊𝒏ومی‌کندمیلبی‌نهایتسمت 𝚿 − 𝛀 𝒕

𝒄𝒐𝒔ومی‌کندمیلصفرسمتبه 𝚿 − 𝛀 𝒕

𝚿درانتگرالحاصلومی‌کندمیلیکسمتبه

= 𝛀می‌کندمیلبی‌نهایتسمتبه.

න
−∞

+∞

 𝒆𝒋 𝚿−𝛀 𝒕  𝒅𝒕 = න
−∞

+∞

 𝒄𝒐𝒔 𝚿 − 𝛀 𝒕 + 𝒋 𝒔𝒊𝒏 𝚿 − 𝛀 𝒕  𝒅𝒕

න
−∞

+∞

 𝒆𝒋 𝚿−𝛀 𝒕  𝒅𝒕 = 𝟐𝝅𝜹 𝚿 − 𝛀

هوپیتالقاعدهاساسبر𝟐𝝅ضریبتعیین
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𝑪تعیین‌:‌معادله‌آنالیز‌تبدیل‌فوریه‌زمان‌پیوسته 𝛀

න
−∞

+∞

𝒙 𝒕  𝒆−𝒋𝛀𝒕 𝒅𝐭

:ریهفوتبدیلآنالیزرابطه

= න
−∞

+∞

න
−∞

+∞

𝒄 𝚿  𝒆𝒋𝚿𝒕 𝒅𝚿  𝒆−𝒋𝛀𝒕 𝒅𝐭

= න
−∞

+∞

න
−∞

+∞

𝒄 𝚿  𝒆𝒋𝚿𝒕 𝒆−𝒋𝛀𝒕 𝒅𝚿𝒅𝐭 = න
−∞

+∞

න
−∞

+∞

𝒄 𝚿  𝒆𝒋𝚿𝒕 𝒆−𝒋𝛀𝒕 𝒅𝒕𝒅𝚿

= න
−∞

+∞

𝒄 𝚿 න
−∞

+∞

 𝒆𝒋 𝚿−𝛀 𝒕  𝒅𝒕 𝒅𝚿 න
−∞

+∞

 𝒆𝒋 𝚿−𝛀 𝒕  𝒅𝒕 = 𝟐𝝅𝜹 𝚿 − 𝛀

= න
−∞

+∞

𝟐𝝅 𝒄 𝚿  𝜹 𝚿 − 𝛀  𝒅𝚿 = න
−∞

+∞

𝟐𝝅 𝒄 𝛀  𝜹 𝚿 − 𝛀  𝒅𝚿

= 𝟐𝝅 𝒄 𝛀 න
−∞

+∞

 𝜹 𝚿 − 𝛀  𝒅𝚿 = 𝟐𝝅 𝒄 𝛀

𝒄 𝛀 =
𝟏

𝟐𝝅
 න

−∞

+∞

𝒙 𝒕  𝒆−𝒋𝛀𝒕 𝒅𝐭

:هضربکردنغربالویژگی
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:دیراکیادآوری‌تعریف‌و‌ویژگی‌غربال‌کردن‌دلتای‌

𝜹 𝒕 = ቊ
→ ∞ 𝒇𝒐𝒓 𝒕 = 𝟎

𝟎 𝒇𝒐𝒓 𝒕 ≠ 𝟎
 & න

−∞

+∞

 𝜹 𝒕  𝒅𝒕 = 𝟏

𝒙 𝒕  𝜹 𝒕 − 𝒕𝟎 = 𝒙 𝒕𝟎  𝜹 𝒕 − 𝒕𝟎

:هضربکردنغربالویژگی

:دیراکدلتایتعریف

න
−∞

+∞

𝒙 𝒕  𝜹 𝒕 − 𝒕𝟎  𝒅𝐭 = න
−∞

+∞

𝒙 𝒕𝟎  𝜹 𝒕 − 𝒕𝟎  𝒅𝐭

= 𝒙 𝒕𝟎 න
−∞

+∞

𝜹 𝒕 − 𝒕𝟎  𝒅𝐭 = 𝒙 𝒕𝟎
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:زوج‌تبدیل‌فوریه

If 𝒙 𝒕 : 𝑹𝒆𝒂𝒍

𝒄 𝛀 =
𝟏

𝟐𝝅
 න

−∞

+∞

𝒙 𝒕  𝒆−𝒋𝛀𝒕 𝒅𝐭

𝒙 𝒕 = න
−∞

+∞

𝒄 𝛀  𝒆𝒋𝛀𝒕 𝒅𝛀

𝑿 𝛀 = 𝟐𝝅 𝒄 𝛀

 𝑿 𝛀 =  න
−∞

+∞

𝒙 𝒕  𝒆−𝒋𝛀𝒕 𝒅𝐭  

𝒙 𝒕 =
𝟏

𝟐𝝅
න

−∞

+∞

𝑿 𝛀  𝒆𝒋𝛀𝒕 𝒅𝛀 

𝑹𝒆𝒂𝒍 𝑿 𝛀 ∶ 𝑬𝒗𝒆𝒏 𝑺𝒚𝒎𝒎𝒆𝒕𝒓𝒊𝒄

𝑰𝒎𝒂𝒈. 𝑿 𝛀 ∶ 𝑶𝒅𝒅 𝑺𝒚𝒎𝒎𝒆𝒕𝒓𝒊𝒄

𝑿 𝛀 ∶ 𝑬𝒗𝒆𝒏 𝑺𝒚𝒎𝒎𝒆𝒕𝒓𝒊𝒄 

∡𝑿 𝛀 : 𝑶𝒅𝒅 𝑺𝒚𝒎𝒎𝒆𝒕𝒓𝒊𝒄 
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:مثال
𝒙 𝒕 = ቊ

𝟏 −𝟏 ≤ 𝒕 ≤ 𝟏
𝟎 𝒐𝒕𝒉𝒆𝒓𝒘𝒊𝒔𝒆

𝑿 𝛀سیگنالبرایرا𝒙 𝒕کنیدرسمومحاسبهروبرو.

𝑿 𝛀 =  න
−∞

+∞

𝒙 𝒕  𝒆−𝒋𝛀𝒕 𝒅𝐭

:حل
=  න

−𝟏

+𝟏

 𝒆−𝒋𝛀𝒕 𝒅𝐭 = อ
 𝒆−𝒋𝛀𝒕

−𝒋𝛀 
−𝟏

𝟏

=
 𝒆𝒋𝛀− 𝒆−𝒋𝛀

𝒋𝛀 

𝑿 𝛀 =
𝟐𝒔𝒊𝒏 𝛀

𝛀 

syms t;
b = [-100:1/100:100];
x1 = heaviside(t+1) - heaviside(t-1);
y2 = 2*(sin(b+eps))./(b+eps); 
                      %Add eps to avoid NaN
figure,
subplot(211), ezplot(x1, [-2 2]), grid
axis([-2 2 -0.2 1.2]);
subplot(212), plot(b, y2), grid
axis([-100.0000 100.0000 -0.5 2.2])
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یعددروشبهفوریهتبدیلوارونمحاسبه:مثال
𝑿برای 𝛀عددیروشبهفوریهتبدیلوارونمحاسبهباوروبرو،

෥𝒙 𝒕𝟏𝟎−دورهبرایرا𝝅 ≤ 𝛀𝐤 ≤ 𝟏𝟎𝝅آوریددستبه.

:حل

𝒅𝛀 → 𝚫𝛀,
𝛀 = 𝐤𝚫𝛀 ,  𝐤: −𝐍 → 𝐍 

𝑿 𝛀 =
𝟐𝒔𝒊𝒏 𝛀

𝛀 

𝒙 𝒕 =
𝟏

𝟐𝝅
න

−∞

+∞

𝑿 𝛀  𝒆𝒋𝛀𝒕 𝒅𝛀 =
𝟏

𝟐𝝅
න

−∞

+∞ 𝟐𝒔𝒊𝒏 𝛀

𝛀 
𝒆𝒋𝛀𝒕 𝒅𝛀

෥𝒙 𝒕 =
𝟏

𝟐𝝅
෍

𝒌=−𝑵

𝑵
𝟐𝒔𝒊𝒏 𝒌𝚫𝛀

𝒌𝚫𝛀
 𝒆𝒋𝒌𝚫𝛀𝒕 𝚫𝛀 

:فرضبا

෥𝒙 𝒕 =
𝟏

𝟐𝝅
෍

𝒌=−𝑵

−𝟏
𝟐𝒔𝒊𝒏 𝒌𝚫𝛀

𝒌𝚫𝛀
 𝒆𝒋𝒌𝚫𝛀𝒕 +  𝟐 + ෍

𝒌=𝟏

𝑵
𝟐𝒔𝒊𝒏 𝒌𝚫𝛀

𝒌𝚫𝛀
 𝒆𝒋𝒌𝚫𝛀𝒕 𝚫𝛀

𝒉𝒊𝒏𝒕:  𝒔𝒊𝒏𝒄 𝟎 = 𝟏

෥𝒙 𝒕 =
𝟏

𝟐𝝅
෍

𝒌=𝟏

𝑵
𝟐𝒔𝒊𝒏 𝒌𝚫𝛀

𝒌𝚫𝛀
 𝒆−𝒋𝒌𝚫𝛀𝒕 +  𝟐 + ෍

𝒌=𝟏

𝑵
𝟐𝒔𝒊𝒏 𝒌𝚫𝛀

𝒌𝚫𝛀
 𝒆𝒋𝒌𝚫𝛀𝒕 𝚫𝛀

𝒉𝒊𝒏𝒕:  𝒔𝒊𝒏𝒄 𝒕 = 𝑬𝒗𝒆𝒏 𝒔𝒚𝒎𝒎𝒆𝒕𝒓𝒊𝒄 :داریم𝒌−به𝒌ازاولزیگمایمتغیرتغییربا

:داریممثبتمحدودهوصفرمقدارمنفی،محدودهبرایزیگماجداسازیبا
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෥𝒙 𝒕 =
𝟏

𝟐𝝅
෍

𝒌=𝟏

𝑵
𝟐𝒔𝒊𝒏 𝒌𝚫𝛀

𝒌𝚫𝛀
 𝒆𝒋𝒌𝚫𝛀𝒕+ 𝒆−𝒋𝒌𝚫𝛀𝒕  +  𝟐 𝚫𝛀

෥𝒙 𝒕 =
𝟏

𝟐𝝅
෍

𝒌=𝟏

𝑵
𝟐𝒔𝒊𝒏 𝒌𝚫𝛀

𝒌𝚫𝛀
 𝒆−𝒋𝒌𝚫𝛀𝒕 +  𝟐 + ෍

𝒌=𝟏

𝑵
𝟐𝒔𝒊𝒏 𝒌𝚫𝛀

𝒌𝚫𝛀
 𝒆𝒋𝒌𝚫𝛀𝒕 𝚫𝛀

:داریمزیگمادونوشتنیکپارچهبا

෥𝒙 𝒕 =
𝟏

𝝅
෍

𝒌=𝟏

𝑵
𝟐𝒔𝒊𝒏 𝒌𝚫𝛀

𝒌𝚫𝛀
𝒄𝒐𝒔 𝒌𝚫𝛀𝒕  +

𝟏

𝝅
𝚫𝛀

:داریمزیگمادونوشتنیکپارچهبا

𝚫𝛀 = 𝟐𝝅 𝚫𝐟
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delf = 0.1; % Frequency interval
delt = 0.001; % Time interval
fmax = 30/(2*pi);
tmax = 2;
ff = 0.1:delf:fmax;
tt = -tmax:delt:tmax;
out = [];
f1 = 2*pi*(-fmax:delf:fmax);
xc = 2*sin(f1+eps)./(f1+eps);
for k1 = tt % time
   temp = 0;
   for k2 = ff % frequency
      temp = temp + …
     sin(2*pi*k2)*cos(2*pi*k2*k1)/(2*pi*k2);
   end
   out = [out ((temp*2/pi)+(1/pi))*2*pi*delf];
end
figure, 
subplot(211), plot(f1,xc), grid
axis([-100.0000 100.0000 -0.5 2.2])
subplot(212), plot(tt,out), grid
axis([-2 2 -0.2 1.2]);

෥𝒙 𝒕 =
𝟏

𝝅
෍

𝒌=𝟏

𝑵
𝟐𝒔𝒊𝒏 𝒌𝚫𝛀

𝒌𝚫𝛀
𝒄𝒐𝒔 𝒌𝚫𝛀𝒕  +

𝟏

𝝅
𝚫𝛀

The wide fluctuations and Transitions are 

observed due to the limited frequency 

range in the inverse Fourier transform.
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delf = 0.1; % Frequency interval
delt = 0.001; % Time interval
fmax = 100/(2*pi);
tmax = 2;
ff = 0.1:delf:fmax;
tt = -tmax:delt:tmax;
out = [];
f1 = 2*pi*(-fmax:delf:fmax);
xc = 2*sin(f1+eps)./(f1+eps);
for k1 = tt % time
   temp = 0;
   for k2 = ff % frequency
      temp = temp + …
     sin(2*pi*k2)*cos(2*pi*k2*k1)/(2*pi*k2);
   end
   out = [out ((temp*2/pi)+(1/pi))*2*pi*delf];
end
figure, 
subplot(211), plot(f1,xc), grid
axis([-100.0000 100.0000 -0.5 2.2])
subplot(212), plot(tt,out), grid
axis([-2 2 -0.2 1.2]);

The fluctuations and Transitions are both 

narrow to follow the precise window shape 

in the time domain.

𝟏𝟎𝟎−بهفرکانسیمحدودهگسترشبا < 𝛀 < :داریم𝟏𝟎𝟎

فوریه،تبدیلوارونمحاسبهبابتواناینکهبرای

𝒙بهدقیقا 𝒕گسترهاستلازمیافتدست

.شودگرفتهنظردربی‌نهایتفرکانسی،



:عناوین مبحث
oسینوسی‌پیوستهسیگنال‌های
oنمونه‌برداری
oبازنمایی‌سیگنال
oفرکانس‌در‌سیگنال‌زمان‌گسسته
oمروریمثال‌های

✓
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:(Sampling)نمونه‌برداری

𝒙 𝒏 = 𝒙 𝒏𝑻𝒔  𝒏 ∈ ℤ , 
                                     𝒙 . , 𝒙 . , 𝑻𝒔 ∈ ℝ

.استگسستهدادگاندنبالهبهپیوستهسیگنالتبدیلبرایفرآیندی،نمونه‌برداری

هستند(𝑻𝒔)نمونه‌برداریگامازصحیحیضریبکهلحظاتیدرپیوستهسیگنالمنظور،اینبه

.گرددحاصلگسستهزمانسیگنالتامی‌شودنمونه‌‌برداری

𝑻𝒔 ∶ 𝒔𝒂𝒎𝒑𝒍𝒊𝒏𝒈 𝒑𝒆𝒓𝒊𝒐𝒅

𝒇𝒔 =
𝟏

𝑻𝒔
∶ 𝒔𝒂𝒎𝒑𝒍𝒊𝒏𝒈 𝒇𝒓𝒆𝒒𝒖𝒆𝒏𝒄𝒚

𝒇𝒔:ثانیهیکدرشدهگرفتهنمونه‌هایتعداد
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nn0 = 0:pi/100:2*pi;
nn1 = 0:pi/10:2*pi;
nn2 = 0:pi:2*pi;
nn3 = [0 (3*pi/2+2*pi)/2];

xn0 = cos(nn0);
xn1 = cos(nn1);
xn2 = cos(nn2);
xn3 = cos(nn3);

figure,
subplot(311)
plot(nn0,xn0,'k','LineStyle','--');
hold on, stem(nn1,xn1); hold off
subplot(312)
plot(nn0,xn0, 'k','LineStyle','--');
hold on, stem(nn2,xn2); hold off
subplot(313)
plot(nn0,xn0, 'k','LineStyle','--');
hold on, stem(nn3,xn3); hold off
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nn0 = 0:pi/100:2*pi;
nn2 = 0:pi:2*pi;
nn4 = nn2+pi/4;
nn5 = nn2+pi/2;
xn0 = cos(nn0);
xn2 = cos(nn2);
xn4 = cos(nn4);
xn5 = cos(nn5);
figure,
subplot(311)
plot(nn0,xn0, 'k','LineStyle','--');
hold on, stem(nn2,xn2); hold off
ylim([-1.5 1.5]), xlim([0 2*pi])
subplot(312)
plot(nn0,xn0, 'k','LineStyle','--');
hold on, stem(nn4,xn4); hold off
ylim([-1.5 1.5]), xlim([0 2*pi])
subplot(313)
plot(nn0,xn0, 'k','LineStyle','--');
hold on, stem(nn5,xn5); hold off
ylim([-1.5 1.5]), xlim([0 2*pi])
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:البرای‌یک‌سیگننمونه‌برداریتعیین‌کمترین‌فرکانس‌
نرخباردارینمونه‌باستلازمنمودبازسازیراپیوستهسیگنالسیگنال،نمونه‌هایازبتواناینکهبرای

.گرددانجامسیگنالفرکانسینمونهبالاترینبرابردوازبیش

𝒇𝒔 > 𝟐𝒇𝒎𝒂𝒙

:یگنالسفرکانسبرابردوازکمترنرخبانمونه‌برداری

:ستنایکوئینمونه‌بردارینرخ

:یگنالسفرکانسبرابردوازبیشترنرخبانمونه‌برداری

:یگنالسفرکانسبرابردوبابرابرنرخبانمونه‌برداری
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:اثر‌فاز‌نمونه‌برداری

انسفرکبرابردوازبالاترنرخیبانمونه‌برداریعمل،در

10تا4)می‌گرددانجامسیگنالفرکانسیمولفهبالاترین

(سیگنالفرکانسیمولفهبالاترینبرابر
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:نمونه‌برداری‌از‌یک‌سیگنال‌پیوسته‌باند‌محدود
:بگیریدنظردر𝛀𝐦𝐚𝐱فرکانسیمولفهبالاترینبا(band-limited)باندمحدودیپیوستهسیگنال

𝒙 𝒕 = න
𝟎

𝛀𝐦𝐚𝐱

𝒎 𝛀 𝒄𝒐𝒔 𝛀𝒕 + 𝜽 𝛀 𝒅𝛀

نمونه‌برداریملزوماتگرددتعیین𝛀𝐦𝐚𝐱فرکانسیمولفهبرایمناسبینمونه‌برداریفرکانساگر

.می‌شودبرآوردههمپایین‌ترفرکانسبامولفه‌های

حذفدفهباپیش‌پردازشیاستلازمباشدمحدودنمونه‌بردارینرخیانباشدباندمحدودسیگنالاگر

:گرددانجام𝛀𝐦𝐚𝐱ازبالاترفرکانس‌های
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:مثال
.بیابیدرازیرسیگنالنمونه‌بردارینرخحداقل

𝒙 𝒕 = 𝒄𝒐𝒔 𝟏𝟎𝟎𝝅𝒕 + 𝒔𝒊𝒏 𝟐𝟎𝟎𝝅𝒕 + 𝒄𝒐𝒔 𝟓𝟎𝟎𝝅𝒕 +
𝝅

𝟒
+ 𝟕

:حل

𝛀𝐦𝐚𝐱 = 𝟓𝟎𝟎𝝅 𝒇𝐦𝐚𝐱 =
𝛀𝐦𝐚𝐱

𝟐𝝅
=

𝟓𝟎𝟎𝝅

𝟐𝝅
= 𝟐𝟓𝟎 𝒇𝐬 > 𝟓𝟎𝟎 𝑯𝒛



:عناوین مبحث
oسینوسی‌پیوستهسیگنال‌های
oنمونه‌برداری
oبازنمایی‌سیگنال
oفرکانس‌در‌سیگنال‌زمان‌گسسته
oمروریمثال‌های

✓

✓



:عناوین مبحث
oسینوسی‌پیوستهسیگنال‌های
oنمونه‌برداری
oبازنمایی‌سیگنال
oفرکانس‌در‌سیگنال‌زمان‌گسسته
oمروریمثال‌های

✓

✓

✓



:عناوین مبحث
oسینوسی‌پیوستهسیگنال‌های
oنمونه‌برداری
oبازنمایی‌سیگنال
oفرکانس‌در‌سیگنال‌زمان‌گسسته
oمروریمثال‌های

✓

✓

✓

✓



:عناوین مبحث
oسینوسی‌پیوستهسیگنال‌های
oنمونه‌برداری
oبازنمایی‌سیگنال
oفرکانس‌در‌سیگنال‌زمان‌گسسته
oمروریمثال‌های

✓

✓

✓

✓

✓
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