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سیستم‌هاو‌سیگنال‌ها

دکتر‌علی‌مالکی
http://maleki.semnan.ac.ir

مبحث‌سوم

سری‌فوریه‌نمایی
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اهداف فصل
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فهرست‌مطالب
پیوسته-سری فوریه تعمیم یافته ی زمان
پیوسته-سری فوریه نمایی زمان
سری فوریه ی تعمیم یافته ی زمان گسسته
گسسته-سری فوریه نمایی زمان
اهمیت نمایی مختلط در تجزیه و تحلیل سیستم ها
مثال های مروری
نرم افزاریمثال های
تئوری تمرین های

نرم افزاریتمرین های
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تهپیوس-سری فوریه تعمیم یافته ی زمان
مجموعه ومفهوم تعامد ، ضرب داخلی دو تابعبرای معرفی سری فوریه ی تعمیم یافته، لازم است ابتدا 

.را تعریف کنیمتوابع متعامد

< 𝒇 𝒕 , 𝒈 𝒕 > ≜ න
𝒂

𝒃

𝒇 𝒕 𝒈∗ 𝒕 𝒅𝒕 :ضرب داخلی دو تابعتعریف 

𝒇دو تابع  𝒕 و𝒈 𝒕 را در محدوده ی(𝒂,𝒃)گوییم اگرمتعامد:൞

< 𝒇 𝒕 , 𝒈 𝒕 >= 𝟎

< 𝒇 𝒕 , 𝒇 𝒕 >≠ 𝟎

< 𝒈 𝒕 , 𝒈 𝒕 >≠ 𝟎

< 𝒇 𝒕 , 𝒇 𝒕 >= න
𝒂

𝒃

𝒇 𝒕 𝒇∗ 𝒕 𝒅𝒕 = න
𝒂

𝒃

𝒇 𝒕 𝟐𝒅𝒕

𝝓𝒏مجموعه توابع : مجموعه توابع متعامدتعریف  𝒕 𝒏=−∞
:متعامد گوییم اگر𝒂,𝒃را در فاصله ی ∞+

ቊ
< 𝝓𝒌 𝒕 , 𝝓𝒍 𝒕 >= 𝟎 𝒌 ≠ 𝒍

< 𝝓𝒌 𝒕 , 𝝓𝒍 𝒕 >≠ 𝟎 𝒌 = 𝒍
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𝒙هر سیگنال متناوب  𝒕 را می توان به صورت ترکیب خطی از اعضای یک مجموعه توابع متعامد

.بازنمایی کرد( رابطه ی سنتز)

𝒙 𝒕 = ෍

𝒌=−∞

+∞

𝒂𝒌𝝓𝒌 𝒕 :افتهسری فوریه ی تعمیم یرابطه ی سنتز 

.ی گرددتعیین مرابطه ی آنالیز ضریب یا سهم هر یک از توابع متعامد در بازنمایی سیگنال توسط 

𝒂𝒌 =
< 𝒙 𝒕 ,𝝓𝒌 𝒕 >

< 𝝓𝒌 𝒕 , 𝝓𝒌 𝒕 >
:افتهسری فوریه ی تعمیم یرابطه ی آنالیز 

نامیده فته زوج سری فوریه ی تعمیم یادو رابطه ی آنالیز و سنتز سری فوریه ی تعمیم یافته در اصطلاح 

.می شوند

𝒙 𝒕 = ෍

𝒌=−∞

+∞

𝒂𝒌𝝓𝒌 𝒕

𝒂𝒌 =
< 𝒙 𝒕 ,𝝓𝒌 𝒕 >

< 𝝓𝒌 𝒕 , 𝝓𝒌 𝒕 >

:هزوج سری فوریه ی تعمیم یافت
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رابطه ی آنالیز سری فوریه ی تعمیم یافته: 1مثال 
.پیوسته را به دست آورید-رابطه ی آنالیز سری فوریه ی تعمیم یافته زمان

:حل
< 𝒙 𝒕 ,𝝓𝒌 𝒕 > = න

𝒂

𝒃

𝒙 𝒕 𝝓𝒌
∗ 𝒕 𝒅𝒕

= න
𝒂

𝒃

෍

𝒍=−∞

+∞

𝒂𝒍𝝓𝒍 𝒕 𝝓𝒌
∗ 𝒕 𝒅𝒕

= ෍

𝒍=−∞

+∞

𝒂𝒍න
𝒂

𝒃

𝝓𝒍 𝒕 𝝓𝒌
∗ 𝒕 𝒅𝒕

= ෍

𝒍=−∞

+∞

𝒂𝒍 < 𝝓𝒍 𝒕 , 𝝓𝒌 𝒕 >

= 𝒂𝒌 < 𝝓𝒌 𝒕 , 𝝓𝒌 𝒕 >

𝒂𝒌 =
< 𝒙 𝒕 ,𝝓𝒌 𝒕 >

< 𝝓𝒌 𝒕 , 𝝓𝒌 𝒕 >

⇒ < 𝒙 𝒕 ,𝝓𝒌 𝒕 >= 𝒂𝒌 < 𝝓𝒌 𝒕 , 𝝓𝒌 𝒕 >

⇒ 𝒂𝒌 =
< 𝒙 𝒕 ,𝝓𝒌 𝒕 >

< 𝝓𝒌 𝒕 , 𝝓𝒌 𝒕 >
:افتهسری فوریه ی تعمیم یرابطه ی آنالیز 
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تعامد دو تابع: 2مثال 
𝒇متعامد بودن دو تابع  𝒕 و𝒈 𝒕 بررسی کنید𝟎,𝟏𝟎زیر را در محدوده ی.

:حل

= 𝟐න
𝟎

𝟏

𝒕𝟐𝒅𝒕

𝒇بنابراین  𝒕 و𝒈 𝒕 متعامد هستند𝟎,𝟏𝟎در محدوده ی.

= 𝟎

< 𝒇 𝒕 , 𝒇 𝒕 > = න
𝟎

𝟏𝟎

𝒇 𝒕 𝟐𝒅𝒕

< 𝒇 𝒕 , 𝒈 𝒕 > = න
𝟎

𝟏𝟎

𝒇 𝒕 𝒈∗ 𝒕 𝒅𝒕

= න
𝟎

𝟏

𝒅𝒕 = 𝟏

< 𝒈 𝒕 , 𝒈 𝒕 >= න
𝟎

𝟏𝟎

𝒈 𝒕 𝟐𝒅𝒕 = න
𝟏

𝟐

𝒕 − 𝟏 𝟐𝒅𝒕 + න
𝟐

𝟑

−𝒕 + 𝟑 𝟐𝒅𝒕

=
𝟐

𝟑
=
𝟐

𝟑
𝒕𝟑 ቤ

𝟏
𝟎

⇒ ൞

< 𝒇 𝒕 , 𝒈 𝒕 >= 𝟎

< 𝒇 𝒕 , 𝒇 𝒕 >≠ 𝟎

< 𝒈 𝒕 , 𝒈 𝒕 >≠ 𝟎
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متعامد بودن مجموعه توابع نمایی مختلط: 3مثال 

𝒆𝒋𝒌نشان دهید مجموعه توابع
𝟐𝝅

𝑻
𝒕
𝒌=−∞

+∞

.متعامد است( 𝑻,𝟎مثلا )𝑻در فاصله ای به طول 

:حل

⇒ < 𝒆𝒋𝒌
𝟐𝝅
𝑻 𝒕, 𝒆𝒋𝒍

𝟐𝝅
𝑻 𝒕 >= ቊ

𝟎 𝒌 ≠ 𝒍
𝑻 𝒌 = 𝒍

𝒆𝒋𝒌بنابراین مجموعه توابع  
𝟐𝝅

𝑻
𝒕
𝒌=−∞

+∞

.متعامد است𝑻در فاصله ای به طول 

< 𝒆𝒋𝒌
𝟐𝝅
𝑻 𝒕, 𝒆𝒋𝒍

𝟐𝝅
𝑻 𝒕 > = න

𝟎

𝑻

𝒆𝒋 𝒌−𝒍
𝟐𝝅
𝑻 𝒕𝒅𝒕= න

𝟎

𝑻

𝒆𝒋𝒌
𝟐𝝅
𝑻 𝒕𝒆−𝒋𝒍

𝟐𝝅
𝑻 𝒕𝒅𝒕

𝒇𝒐𝒓 𝒌 = 𝒍 ∶ න
𝟎

𝑻

𝒆𝒋 𝒌−𝒍
𝟐𝝅
𝑻 𝒕𝒅𝒕 = න

𝟎

𝑻

𝒆𝒋 𝒌−𝒌
𝟐𝝅
𝑻 𝒕𝒅𝒕 = න

𝟎

𝑻

𝒅𝒕 = 𝑻

𝒇𝒐𝒓 𝒌 ≠ 𝒍 ∶ න
𝟎

𝑻

𝒆𝒋 𝒌−𝒍
𝟐𝝅
𝑻 𝒕𝒅𝒕 =

𝒆𝒋 𝒌−𝒍
𝟐𝝅
𝑻 𝑻 − 𝒆𝒋 𝒌−𝒍

𝟐𝝅
𝑻 𝟎

𝒋 𝒌 − 𝒍
𝟐𝝅
𝑻

=
𝒆𝒋 𝒌−𝒍

𝟐𝝅
𝑻
𝒕

𝒋 𝒌 − 𝒍
𝟐𝝅
𝑻

ቤ
𝑻
𝟎

=
𝟏 − 𝟏

𝒋 𝒌 − 𝒍
𝟐𝝅
𝑻
𝒕
= 𝟎
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ضرایب سری فوریه نمایی مختلط: 4مثال 
𝒆𝒋𝒌اعضای مجموعه توابع متعامد نمایی مختلط یعنیتوسطاگر بخواهیم سیگنالی را 

𝟐𝝅

𝑻
𝒕
𝒌=−∞

+∞

.بازنمایی کنیم ضرایب سری فوریه آن را بیابید

:حل

=
𝟏

𝑻
න
<𝑻>

𝒙 𝒕 𝒆−𝒋𝒌
𝟐𝝅
𝑻
𝒕𝒅𝒕

𝒂𝒌 =
< 𝒙 𝒕 ,𝝓𝒌 𝒕 >

< 𝝓𝒌 𝒕 , 𝝓𝒌 𝒕 >
=

< 𝒙 𝒕 , 𝒆𝒋𝒌
𝟐𝝅
𝑻 𝒕 >

< 𝒆𝒋𝒌
𝟐𝝅
𝑻 𝒕, 𝒆𝒋𝒌

𝟐𝝅
𝑻 𝒕 >

=
𝟏

𝑻
< 𝒙 𝒕 , 𝒆𝒋𝒌

𝟐𝝅
𝑻 𝒕 >
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فهرست‌مطالب
پیوسته-سری فوریه تعمیم یافته ی زمان
پیوسته-سری فوریه نمایی زمان
سری فوریه ی تعمیم یافته ی زمان گسسته
گسسته-سری فوریه نمایی زمان
اهمیت نمایی مختلط در تجزیه و تحلیل سیستم ها
مثال های مروری
مثال های نرم افزاری
تئوری تمرین های

نرم افزاریتمرین های
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ستهپیو-نمایی زمانفوریه یسری 
ازنمایی هر سیگنال متناوب را می توان به صورت ترکیب خطی اعضای مجموعه توابع نمایی مختلط ب

.نامیده می شودسری فوریه نمایی این بازنمایی، . کرد

𝒙 𝒕 = ෍

𝒌=−∞

+∞

𝒂𝒌𝒆
𝒋𝒌
𝟐𝝅
𝑻 𝒕

𝒂𝒌 =
𝟏

𝑻
න
<𝑻>

𝒙 𝒕 𝒆−𝒋𝒌
𝟐𝝅
𝑻 𝒕𝒅𝒕

:نماییفوریه یزوج سری 
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پیوسته-سری فوریه نمایی زمان: 5مثال 
𝒙سری فوریه نمایی سیگنال  𝒕داده شده را به دست آورید.

:حل

𝒂𝒌 =
𝟏

𝑻
න
<𝑻>

𝒙 𝒕 𝒆−𝒋𝒌
𝟐𝝅
𝑻 𝒕𝒅𝒕

=
𝟏

𝑻
න
−
𝑻
𝟐

𝑻
𝟐
𝒙 𝒕 𝒆−𝒋𝒌

𝟐𝝅
𝑻 𝒕𝒅𝒕

=
𝟏

𝑻
න
−
𝑻
𝟐

𝑻
𝟐
𝜹 𝒕 𝒆−𝒋𝒌

𝟐𝝅
𝑻 𝒕𝒅𝒕

=
𝟏

𝑻
න
−
𝑻
𝟐

𝑻
𝟐
𝜹 𝒕 𝒅𝒕

=
𝟏

𝑻

𝒙 𝒕 = ෍

𝒌=−∞

+∞

𝜹 𝒕 − 𝒌𝑻

⇒ 𝒙 𝒕 = ෍

𝒌=−∞

+∞
𝟏

𝑻
𝒆𝒋𝒌

𝟐𝝅
𝑻 𝒕



14

h
ttp

://m
a

lek
i.se

m
n

a
n

.a
c.ir

ی
ی مالک

دکتر عل

پیوسته-سری فوریه نمایی زمان: 6مثال 
𝒙سری فوریه ی نمایی سیگنال  𝒕داده شده را به دست آورید.

:حل

𝒂𝒌 =
𝟏

𝑻
න
−
𝑻
𝟐

𝑻
𝟐
𝒙 𝒕 𝒆−𝒋𝒌

𝟐𝝅
𝑻 𝒕𝒅𝒕

𝒙 𝒕 = ቐ
𝟏 𝒕 < 𝑻𝟏

𝟎 𝑻𝟏 < 𝒕 <
𝑻

𝟐

, 𝒙 𝒕 = 𝒙 𝒕 + 𝑻

⇒ 𝒙 𝒕 = ෍

𝒌=−∞

+∞
𝟐𝑻𝟏
𝑻

𝐬𝐢𝐧𝐜
𝟐𝑻𝟏
𝑻

𝒌 𝒆𝒋𝒌
𝟐𝝅
𝑻 𝒕

=
𝟏

𝑻
න
−𝑻𝟏

𝑻𝟏

𝒆−𝒋𝒌
𝟐𝝅
𝑻
𝒕𝒅𝒕 =

𝟏

𝑻

−𝟏

𝒋𝒌
𝟐𝝅
𝑻

𝒆−𝒋𝒌
𝟐𝝅
𝑻
𝒕 ቜ

𝑻𝟏
−𝑻𝟏

=
𝟏

𝒋𝟐𝝅𝒌
𝒆𝒋𝒌

𝟐𝝅
𝑻 𝑻𝟏 − 𝒆−𝒋𝒌

𝟐𝝅
𝑻 𝑻𝟏

=
𝟏

𝒌𝝅

𝟏

𝟐𝒋
𝒆𝒋𝒌

𝟐𝝅
𝑻
𝑻𝟏 − 𝒆−𝒋𝒌

𝟐𝝅
𝑻
𝑻𝟏 =

𝟏

𝒌𝝅
𝐬𝐢𝐧 𝒌

𝟐𝝅

𝑻
𝑻𝟏

=
𝟐𝑻𝟏
𝑻

𝐬𝐢𝐧𝐜
𝟐𝑻𝟏
𝑻

𝒌

=
𝟐𝑻𝟏
𝑻

𝟏

𝒌
𝟐𝝅
𝑻 𝑻𝟏

𝐬𝐢𝐧 𝒌
𝟐𝝅

𝑻
𝑻𝟏
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پیوسته-محاسبه ی ضرایب سری فوریه نمایی زمان: 7مثال 
.ضرایب سری فوریه نمایی سیگنال های زیر را به دست آورید

𝒙: الف 𝒕 = 𝐬𝐢𝐧𝝎𝟎𝒕ب :𝒙 𝒕 = 𝟏 + 𝐬𝐢𝐧𝝎𝟎𝒕 + 𝟐 𝐜𝐨𝐬𝝎𝟎𝒕 + 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝝎𝟎𝒕 +
𝝅

𝟒

:حل الف

𝒙 𝒕 = 𝐬𝐢𝐧𝝎𝟎𝒕

:حل ب

⇒ 𝒂𝟎 = 𝟏 , 𝒂𝟏 = 𝟏 +
𝟏

𝟐𝒋
, 𝒂−𝟏 = 𝟏 −

𝟏

𝟐𝒋
, 𝒂𝟐 =

𝟏

𝟐
𝒆𝒋
𝝅
𝟒 , 𝒂−𝟐 =

𝟏

𝟐
𝒆−𝒋

𝝅
𝟒

𝒂𝒌 = 𝟎 𝒇𝒐𝒓 𝒌 ∉ −𝟐,−𝟏, 𝟎, 𝟏, 𝟐

⇒ 𝒂𝟏 =
𝟏

𝟐𝒋
, 𝒂−𝟏 = −

𝟏

𝟐𝒋
, 𝒂𝒌 = 𝟎 𝒇𝒐𝒓 𝒌 ≠ 𝟏,−𝟏

=
𝟏

𝟐𝒋
𝒆𝒋𝝎𝟎𝒕 − 𝒆−𝒋𝝎𝟎𝒕 =

𝟏

𝟐𝒋
𝒆𝒋𝝎𝟎𝒕 −

𝟏

𝟐𝒋
𝒆−𝒋𝝎𝟎𝒕=

𝟏

𝟐𝒋
𝒆𝒋 𝟏 𝝎𝟎𝒕 −

𝟏

𝟐𝒋
𝒆𝒋 −𝟏 𝝎𝟎𝒕

𝒙 𝒕 = 𝟏 +
𝟏

𝟐𝒋
𝒆𝒋𝝎𝟎𝒕 − 𝒆−𝒋𝝎𝟎𝒕 + 𝟐 ×

𝟏

𝟐
𝒆𝒋𝝎𝟎𝒕 + 𝒆−𝒋𝝎𝟎𝒕 +

𝟏

𝟐
𝒆
𝒋 𝟐𝝎𝟎𝒕+

𝝅
𝟒 + 𝒆

−𝒋 𝟐𝝎𝟎𝒕+
𝝅
𝟒

= 𝟏 +
𝟏

𝟐𝒋
𝒆𝒋𝝎𝟎𝒕 −

𝟏

𝟐𝒋
𝒆−𝒋𝝎𝟎𝒕 + 𝒆𝒋𝝎𝟎𝒕 + 𝒆−𝒋𝝎𝟎𝒕 +

𝟏

𝟐
𝒆
𝒋 𝟐𝝎𝟎𝒕+

𝝅
𝟒 +

𝟏

𝟐
𝒆
−𝒋 𝟐𝝎𝟎𝒕+

𝝅
𝟒

= 𝟏 + 𝟏 +
𝟏

𝟐𝒋
𝒆𝒋 𝟏 𝝎𝟎𝒕 + 𝟏 −

𝟏

𝟐𝒋
𝒆𝒋 −𝟏 𝝎𝟎𝒕 +

𝟏

𝟐
𝒆𝒋
𝝅
𝟒 𝒆𝒋 𝟐 𝝎𝟎𝒕 +

𝟏

𝟐
𝒆−𝒋

𝝅
𝟒 𝒆𝒋 −𝟐 𝝎𝟎𝒕
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ستهپیو-شرط های همگرایی سری فوریه نمایی زمان

نوشت؟آیا برای هر سیگنال متناوبی می توان بسط سری فوریه ی نمایی

ممکن است زیرا؛خیر

؛( ها بی نهایت شود𝒂𝒌مقدار به دست برای برخی )واگرا شود آنالیزمعادله یانتگرال ❖

.شودبا این ضرایب به سیگنال اصلی همگرا نمعادله ی سنتز محدود باشند ولی 𝒂𝒌تمام ضرایب ❖

𝒙 𝒕 = ෍

𝒌=−∞

+∞

𝒂𝒌𝒆
𝒋𝒌
𝟐𝝅
𝑻 𝒕

𝒂𝒌 =
𝟏

𝑻
න
<𝑻>

𝒙 𝒕 𝒆−𝒋𝒌
𝟐𝝅
𝑻 𝒕𝒅𝒕

:سنتزمعادله ی

:زآنالیمعادله ی
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دکتر عل

න
<𝑻>

𝒙 𝒕 𝒅𝒕 < ∞

.اشددر هر تناوب محدود ب( بیشینه و کمینه)نقاط اکسترمم تعداد -2

.باشد( Absolutely integrable)مطلق انتگرال پذیر سیگنال در هر دوره ی تناوب، -1

ستگی اگر شرط های دیریکله برآورده شود سیگنال و سری فوریه ی آن جز در نقاط ناپیو
ن مقادیر در نقاط ناپیوستگی نیز مقدار سری فوریه به میانگی. با هم مساوی خواهند بود

.در طرفین ناپیوستگی همگرا می شود

گی هابعلاوه، مقدار این ناپیوست. در هر دوره ی تناوب محدود باشدنقاط ناپیوستگی تعداد -3
.هم محدود باشد

: «هسری فوریهمگراییبرای دیریکلهشرط های»
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دکتر عل

شرط های همگرایی سری فوریه: 8مثال 
ابی برآورده شدن شرط های دیریکله برای همگرایی سری فوریه را برای هر یک از سیگنال های زیر ارزی

.کنید

:حل الف

𝒙𝟏: الف 𝒕 =
𝟏

𝒕
𝟎 < 𝒕 ≤ 𝟏 , 𝒙𝟏 𝒕 = 𝒙𝟏 𝒕 + ؛𝟏

𝒙𝟐: ب 𝒕 = 𝐬𝐢𝐧
𝟐𝛑

𝒕
𝟎 < 𝒕 ≤ 𝟏 , 𝒙𝟐 𝒕 = 𝒙𝟐 𝒕 + ؛𝟏

𝒙𝟑: ج 𝒕 مطابق شکل روبرو1متناوب با دوره ی تناوب.

:بحل 

.شرط سوم از شرط های دیریکله برآورده نمی شود:جحل 

න
<𝑻>

𝒙 𝒕 𝒅𝒕 = න
𝟎

𝟏𝟏

𝒕
𝒅𝒕 = 𝐥𝐧 𝒕 ቤ

𝟏
𝟎
= 𝐥𝐧 𝟏 − 𝐥𝐧 𝟎 → ∞
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دکتر عل



20

h
ttp

://m
a

lek
i.se

m
n

a
n

.a
c.ir

ی
ی مالک

دکتر عل

فهرست‌مطالب
پیوسته-سری فوریه تعمیم یافته ی زمان
پیوسته-سری فوریه نمایی زمان
سری فوریه ی تعمیم یافته ی زمان گسسته
گسسته-سری فوریه نمایی زمان
اهمیت نمایی مختلط در تجزیه و تحلیل سیستم ها
مثال های مروری
مثال های نرم افزاری
تئوری تمرین های

نرم افزاریتمرین های
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< 𝒇 𝒏 , 𝒈 𝒏 > = ෍

𝒏=𝑵𝟏

𝑵𝟐

𝒇 𝒏 𝒈∗ 𝒏

:بعدو تاتعامدتعریف 

𝒇دو تابع  𝒏 و𝒈 𝒏 را در محدوده ی𝑵𝟏,𝑵𝟐متعامد گوییم اگر:൞

< 𝒇 𝒏 ,𝒈 𝒏 >= 𝟎

< 𝒇 𝒏 , 𝒇 𝒏 >≠ 𝟎

< 𝒈 𝒏 ,𝒈 𝒏 >≠ 𝟎

:دتعریف مجموعه توابع متعام

𝝓𝒌مجموعه توابع  𝒏 𝒌=−∞
: گوییم اگرمتعامد𝑵𝟏,𝑵𝟐را در محدوده ی ∞+

ቊ
< 𝝓𝒌 𝒏 ,𝝓𝒍 𝒏 >= 𝟎 𝒌 ≠ 𝒍

< 𝝓𝒌 𝒏 ,𝝓𝒍 𝒏 >≠ 𝟎 𝒌 = 𝒍

مجموعه ومفهوم تعامد ، ضرب داخلی دو تابعبرای معرفی سری فوریه ی تعمیم یافته، لازم است ابتدا 

.را تعریف کنیمتوابع متعامد

:𝑵𝟏,𝑵𝟐در محدوده ی ضرب داخلی دو تابعتعریف 
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𝒙 𝒏 = ෍

𝒌=−∞

+∞

𝒂𝒌𝝓𝒌 𝒏

𝒂𝒌 =
< 𝒙 𝒏 ,𝝓𝒌 𝒏 >

< 𝝓𝒌 𝒏 ,𝝓𝒌 𝒏 >

𝒙هر سیگنال متناوب  𝒏 را می توان به صورت ترکیب خطی از اعضای یک مجموعه توابع متعامد

.بازنمایی کرد( رابطه ی سنتز)

:افتهسری فوریه ی تعمیم یرابطه ی سنتز 

.ی گرددتعیین مرابطه ی آنالیز ضریب یا سهم هر یک از توابع متعامد در بازنمایی سیگنال توسط 

:افتهسری فوریه ی تعمیم یرابطه ی آنالیز 

نامیده فته زوج سری فوریه ی تعمیم یادو رابطه ی آنالیز و سنتز سری فوریه ی تعمیم یافته در اصطلاح 

.می شوند

:هزوج سری فوریه ی تعمیم یافت
𝒙 𝒏 = ෍

𝒌=−∞

+∞

𝒂𝒌𝝓𝒌 𝒏

𝒂𝒌 =
< 𝒙 𝒏 ,𝝓𝒌 𝒏 >

< 𝝓𝒌 𝒏 ,𝝓𝒌 𝒏 >
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دکتر عل

رابطه ی آنالیز سری فوریه تعمیم یافته: 9مثال 
.گسسته را به دست آورید-رابطه ی آنالیز سری فوریه ی تعمیم یافته زمان

:حل

⇒ 𝒂𝒌 =
< 𝒙 𝒏 ,𝝓𝒌 𝒏 >

< 𝝓𝒌 𝒏 ,𝝓𝒌 𝒏 >

𝒂𝒌 =
< 𝒙 𝒏 ,𝝓𝒌 𝒏 >

< 𝝓𝒌 𝒏 ,𝝓𝒌 𝒏 >

< 𝒙 𝒏 ,𝝓𝒌 𝒏 > = ෍

𝒏=<𝑵>

෍

𝒍=<𝑵>

𝒂𝒍𝝓𝒍 𝒏 𝝓𝒌
∗ 𝒏= ෍

𝒏=<𝑵>

𝒙 𝒏 𝝓𝒌
∗ 𝒏

= ෍

𝒏=<𝑵>

෍

𝒍=<𝑵>

𝒂𝒍𝝓𝒍 𝒏 𝝓𝒌
∗ 𝒏 = ෍

𝒍=<𝑵>

𝒂𝒍 ෍

𝒏=<𝑵>

𝝓𝒍 𝒏 𝝓𝒌
∗ 𝒏

= ෍

𝒏=<𝑵>

𝒂𝒍 < 𝝓𝒍 𝒏 ,𝝓𝒌 𝒏 > = 𝒂𝒌 < 𝝓𝒌 𝒏 ,𝝓𝒌 𝒏 >

⇒ < 𝒙 𝒏 ,𝝓𝒌 𝒏 > = 𝒂𝒌 < 𝝓𝒌 𝒏 ,𝝓𝒌 𝒏 >
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گسسته-وارسی مجموعه توابع نمایی مختلط زمان: 10مثال 

𝒆𝒋𝒌نشان دهید مجموعه توابع 
𝟐𝝅

𝑵
𝒏
𝒌=−∞

+∞

.سیگنال متمایز است𝑵تنها شامل 

:حل

= 𝒆𝒋𝒌
𝟐𝝅
𝑵 𝒏𝒆𝒋 𝒎𝑵+𝒌

𝟐𝝅
𝑵 𝒏 = 𝒆𝒋𝒎𝑵

𝟐𝝅
𝑵 𝒏𝒆𝒋𝒌

𝟐𝝅
𝑵 𝒏 = 𝒆𝒋𝟐𝝅𝒎𝒏𝒆𝒋𝒌

𝟐𝝅
𝑵 𝒏
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تعامد مجموعه توابع نمایی مختلط: 11مثال 

𝒆𝒋𝒌نشان دهید مجموعه توابع 
𝟐𝝅

𝑵
𝒏 در فاصله ای به طول𝑵متعامد است.

:حل

⇒ < 𝒆𝒋𝒌
𝟐𝝅
𝑵 𝒏, 𝒆𝒋𝒍

𝟐𝝅
𝑵 𝒏 >= ቊ

𝟎 𝒌 ≠ 𝒍
𝑵 𝒌 = 𝒍

𝒆𝒋𝒌مجموعه توابع بنابراین 
𝟐𝝅

𝑵
𝒏 در فاصله ای به طول𝑵استمتعامد.

< 𝒆𝒋𝒌
𝟐𝝅
𝑵 𝒏, 𝒆𝒋𝒍

𝟐𝝅
𝑵 𝒏 > = ෍

𝒏=<𝑵>

𝒆𝒋𝒌
𝟐𝝅
𝑵 𝒏𝒆−𝒋𝒍

𝟐𝝅
𝑵 𝒏 = ෍

𝒏=<𝑵>

𝒆𝒋(𝒌−𝒍)
𝟐𝝅
𝑵 𝒏

𝒇𝒐𝒓 𝒌 = 𝒍 ∶ ෍

𝒏=<𝑵>

𝒆𝒋(𝒌−𝒍)
𝟐𝝅
𝑵 𝒏 = ෍

𝒏=<𝑵>

𝟏 = 𝑵

𝒇𝒐𝒓 𝒌 ≠ 𝒍 ∶ ෍

𝒏=𝟎

𝑵−𝟏

𝒆𝒋(𝒌−𝒍)
𝟐𝝅
𝑵 𝒏

= 𝟎=
𝟏 − 𝒆𝒋(𝒌−𝒍)

𝟐𝝅
𝑵 𝑵

𝟏 − 𝒆𝒋(𝒌−𝒍)
𝟐𝝅
𝑵

=
𝟏 − 𝟏

𝟏 − 𝒆𝒋(𝒌−𝒍)
𝟐𝝅
𝑵
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ی مالک

دکتر عل

ضرایب سری فوریه نمایی مختلط: 12مثال 
𝒆𝒋𝒌اگر بخواهیم سیگنالی را با استفاده از اعضای مجموعه توابع متعامد نمایی مختلط یعنی 

𝟐𝝅

𝑵
𝒏

.بازنمایی کنیم ضرایب سری فوریه ی آن را بیابید

:حل

𝒂𝒌 =
< 𝒙 𝒏 ,𝝓𝒌 𝒏 >

< 𝝓𝒌 𝒏 ,𝝓𝒌 𝒏 >

=
< 𝒙 𝒏 , 𝒆𝒋𝒌

𝟐𝝅
𝑵 𝒏 >

< 𝒆𝒋𝒌
𝟐𝝅
𝑵 𝒏, 𝒆𝒋𝒌

𝟐𝝅
𝑵 𝒏 >

=
𝟏

𝑵
< 𝒙 𝒏 , 𝒆𝒋𝒌

𝟐𝝅
𝑵 𝒏 >

=
𝟏

𝑵
෍

𝒏=<𝑵>

𝒙 𝒏 𝒆−𝒋𝒌
𝟐𝝅
𝑵
𝒏

⇒ 𝒂𝒌 =
𝟏

𝑵
෍

𝒏=<𝑵>

𝒙 𝒏 𝒆−𝒋𝒌
𝟐𝝅
𝑵 𝒏
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تهگسس-متناوب بودن ضرایب سری فوریه نمایی زمان: 13مثال 
.متناوب است𝑵گسسته با تناوب -نشان دهید ضرایب سری فوریه ی نمایی زمان

:حل

=
𝟏

𝑵
෍

𝒏=<𝑵>

𝒙 𝒏 𝒆−𝒋𝒌
𝟐𝝅
𝑵 𝒏

𝒂𝒌 =
𝟏

𝑵
෍

𝒏=<𝑵>

𝒙 𝒏 𝒆−𝒋𝒌
𝟐𝝅
𝑵 𝒏

𝒂𝒌+𝒎𝑵 =
𝟏

𝑵
෍

𝒏=<𝑵>

𝒙 𝒏 𝒆−𝒋 𝒌+𝒎𝑵
𝟐𝝅
𝑵 𝒏 =

𝟏

𝑵
෍

𝒏=<𝑵>

𝒙 𝒏 𝒆−𝒋𝒌
𝟐𝝅
𝑵 𝒏𝒆−𝒋𝟐𝝅𝒎𝒏

⇒ 𝒂𝒌+𝒎𝑵 = 𝒂𝒌

= 𝒂𝒌
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ی
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دکتر عل

فهرست‌مطالب
پیوسته-سری فوریه تعمیم یافته ی زمان
پیوسته-سری فوریه نمایی زمان
سری فوریه ی تعمیم یافته ی زمان گسسته
گسسته-سری فوریه نمایی زمان
اهمیت نمایی مختلط در تجزیه و تحلیل سیستم ها
مثال های مروری
مثال های نرم افزاری
تئوری تمرین های

نرم افزاریتمرین های
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:هگسست-نمایی زمانفوریه یزوج سری 

𝒙 𝒏 = ෍

𝒏=<𝑵>

𝒂𝒌𝒆
𝒋𝒌
𝟐𝝅
𝑵
𝒏

𝒂𝒌 =
𝟏

𝑵
෍

𝒏=<𝑵>

𝒙 𝒏 𝒆−𝒋𝒌
𝟐𝝅
𝑵 𝒏
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گسسته-محاسبه ی ضرایب سری فوریه ی نمایی زمان: 14مثال 
−𝑵از صفر تا 𝒌سیگنال های زیر را برای 𝒂𝒌ضرایب سری فوریه ی نمایی  .به دست آورید𝟏

:حل الف
𝟐𝝅

𝛀𝟎
=
𝟐𝝅

𝟑
: irrational

𝒙 𝒏استنامتناوب.

𝟐𝝅:حل ب

𝛀𝟎
=

𝟐𝝅

𝟐𝝅
𝟓

= 𝟓

𝒙 𝒏 = 𝐬𝐢𝐧
𝟐𝝅

𝟓
𝒏

𝒙 𝒏 = 𝐬𝐢𝐧
𝟑 𝟐𝝅

𝟓
𝒏

𝒙 𝒏 = 𝐬𝐢𝐧 𝟑𝒏

⇒ 𝑵 = 𝟓

𝒙 𝒏 = 𝐬𝐢𝐧
𝟐𝝅

𝟓
𝒏 =

𝟏

𝟐𝒋
𝒆𝒋
𝟐𝝅
𝟓
𝒏 − 𝒆−𝒋

𝟐𝝅
𝟓
𝒏 =

𝟏

𝟐𝒋
𝒆
𝒋 +𝟏

𝟐𝝅
𝟓
𝒏
−
𝟏

𝟐𝒋
𝒆
𝒋 −𝟏

𝟐𝝅
𝟓
𝒏

𝒂𝟏 =
𝟏

𝟐𝒋
, 𝒂−𝟏 = −

𝟏

𝟐𝒋
, ⇒ 𝒂𝟒 = 𝒂−𝟏 = −

𝟏

𝟐𝒋
, 𝒂𝟎 = 𝒂𝟐 = 𝒂𝟑 = 𝟎

:حل ج

⇒ 𝒂𝟐 = 𝒂−𝟑 = −
𝟏

𝟐𝒋
, 𝒂𝟎 = 𝒂𝟏 = 𝒂𝟒 = 𝟎

𝟐𝝅

𝛀𝟎
=

𝟐𝝅

𝟑 𝟐𝝅
𝟓

=
𝟓

𝟑
: 𝒓𝒂𝒕𝒊𝒐𝒏𝒂𝒍 ⇒ 𝑵 = 𝟓

⇒ 𝒙 𝒏 = 𝐬𝐢𝐧
𝟑 𝟐𝝅

𝟓
𝒏 =

𝟏

𝟐𝒋
𝒆𝒋 +𝟑

𝟐𝝅
𝟓
𝒏 −

𝟏

𝟐𝒋
𝒆𝒋 −𝟑

𝟐𝝅
𝟓
𝒏

⇒ 𝒂𝟑 =
𝟏

𝟐𝒋
, 𝒂−𝟑 = −

𝟏

𝟐𝒋
,
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:گسسته-سری فوریه ی نمایی زمان: 15مثال 
𝒙سری فوریه ی نمایی سیگنال  𝒏داده شده را به دست آورید.

𝒙:حل 𝒏 = ቐ
𝟏 𝒏 ≤ 𝑵𝟏

𝟎 𝑵𝟏 < 𝒏 ≤
𝑵

𝟐

, 𝒙 𝒏 = 𝒙 𝒏 + 𝑵

𝒂𝒌 =
𝟏

𝑵
෍

𝒏=<𝑵>

𝒙 𝒏 𝒆−𝒋𝒌
𝟐𝝅
𝑵 𝒏

=
𝟏

𝑵
෍

𝒏=−𝑵𝟏

𝑵𝟏

𝒆−𝒋𝒌
𝟐𝝅
𝑵 𝒏=

𝟏

𝑵
෍

𝒏=−
𝑵
𝟐

𝑵
𝟐

𝒙 𝒏 𝒆−𝒋𝒌
𝟐𝝅
𝑵 𝒏

=
𝟏

𝑵

𝟏
𝟐𝒋
𝟏
𝟐𝒋

𝒆
𝒋𝒌
𝟐𝝅
𝑵

𝟐𝑵𝟏+𝟏
𝟐 − 𝒆

−𝒋𝒌
𝟐𝝅
𝑵

𝟐𝑵𝟏+𝟏
𝟐

𝒆𝒋𝒌
𝟐𝝅
𝑵
𝟏
𝟐 − 𝒆−𝒋𝒌

𝟐𝝅
𝑵
𝟏
𝟐

=
𝟏

𝑵

𝒆−𝒋𝒌
𝟐𝝅
𝑵 −𝑵𝟏 − 𝒆−𝒋𝒌

𝟐𝝅
𝑵 𝑵𝟏+𝟏

𝟏 − 𝒆−𝒋𝒌
𝟐𝝅
𝑵

=
𝟏

𝑵

𝒆
−𝒋𝒌

𝟐𝝅
𝑵

𝟏
𝟐

𝒆
−𝒋𝒌

𝟐𝝅
𝑵

𝟏
𝟐

𝒆
𝒋𝒌
𝟐𝝅
𝑵

𝟐𝑵𝟏+𝟏
𝟐 − 𝒆

−𝒋𝒌
𝟐𝝅
𝑵

𝟐𝑵𝟏+𝟏
𝟐

𝒆𝒋𝒌
𝟐𝝅
𝑵
𝟏
𝟐 − 𝒆−𝒋𝒌

𝟐𝝅
𝑵
𝟏
𝟐

=
𝟏

𝑵

𝐬𝐢𝐧 𝒌
𝟐𝝅
𝑵

𝟐𝑵𝟏 + 𝟏
𝟐

𝐬𝐢𝐧 𝒌
𝟐𝝅
𝑵

𝟏
𝟐

⇒ 𝒂𝒌 =

𝟏

𝑵

𝐬𝐢𝐧 𝒌
𝟐𝝅
𝑵

𝟐𝑵𝟏 + 𝟏
𝟐

𝐬𝐢𝐧 𝒌
𝟐𝝅
𝑵

𝟏
𝟐

𝒌 ≠ 𝒎𝑵,𝒎 ∈ ℤ

𝟏

𝑵
𝟐𝑵𝟏 + 𝟏 𝒌 = 𝒎𝑵,𝒎 ∈ ℤ𝒂𝒌 =

𝟐𝑵𝟏 + 𝟏

𝑵
𝒇𝒐𝒓 𝒌 = 𝟎,±𝑵,±𝟐𝑵,…
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دکتر عل

فهرست‌مطالب
پیوسته-سری فوریه تعمیم یافته ی زمان
پیوسته-سری فوریه نمایی زمان
سری فوریه ی تعمیم یافته ی زمان گسسته
گسسته-سری فوریه نمایی زمان
اهمیت نمایی مختلط در تجزیه و تحلیل سیستم ها
مثال های مروری
مثال های نرم افزاری
تئوری تمرین های

نرم افزاریتمرین های
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به ورودی نمایی مختلطLTIتعیین پاسخ سیستم 

= 𝒆𝒋𝒌𝝎𝟎𝒕න
−∞

+∞

𝒉 𝝉 𝒆−𝒋𝒌𝝎𝟎𝝉𝒅𝝉
𝑯 𝒋𝝎 ≜ න

−∞

+∞

𝒉 𝒕 𝒆−𝒋𝝎𝒕𝒅𝒕

ح تبدیل فوریه ی پاسخ ضربه در اصطلا

.نامیده می شود« پاسخ فرکانسی»
⇒ 𝒚 𝒕 = 𝒆𝒋𝒌𝝎𝟎𝒕 𝑯 𝒋𝝎 ቤ

𝝎 = 𝒌𝝎𝟎

𝒚 𝒕 = 𝒙 𝒕 ∗ 𝒉 𝒕

= න
−∞

+∞

𝒉 𝝉 𝒙 𝒕 − 𝝉 𝒅𝝉

= න
−∞

+∞

𝒉 𝝉 𝒆𝒋𝒌𝝎𝟎 𝒕−𝝉 𝒅𝝉
:  «یهتعریف تبدیل فور»
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.استمقداری مختلط 𝒔𝟎است که 𝒆𝒔𝟎𝒕،پیوسته-تابع ویژه ی سیستم های زمانفرم عمومی تر 

𝒚 𝒕 = 𝒙 𝒕 ∗ 𝒉 𝒕

:  «سلاپلاتعریف تبدیل »

𝑯 𝒔 ≜ න
−∞

+∞

𝒉 𝒕 𝒆−𝒔𝒕𝒅𝒕

لاح در اصطرا تبدیل لاپلاس پاسخ ضربه 
.ی نامندم«تابع انتقال»یا « تابع سیستم»

= 𝒆𝒔𝟎𝒕 𝑯 𝒔 ቤ
𝒔 = 𝒔𝟎

= න
−∞

+∞

𝒉 𝝉 𝒙 𝒕 − 𝝉 𝒅𝝉

= න
−∞

+∞

𝒉 𝝉 𝒆𝒔𝟎 𝒕−𝝉 𝒅𝝉

= 𝒆𝒔𝟎𝒕න
−∞

+∞

𝒉 𝝉 𝒆−𝒔𝟎𝝉𝒅𝝉
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پیوسته-تابع ویژه ی سیستم زمان: 16مثال 
𝑯سیستمی با تابع سیستم  𝒔پاسخ این سیستم به ورودی . در نظر بگیرید𝒙 𝒕را تعیین نمایید.

:حل

𝒚 𝒕 = 𝟐𝟎 𝑯 𝒔 ቤ
𝒔 = 𝟐

𝒆𝟐𝒕 + 𝟑𝟎 𝑯 𝒔 ቤ
𝒔 = 𝟑

𝒆𝟑𝒕 + 𝟕 𝑯 𝒔 ቤ
𝒔 = 𝟓

𝒆𝟓𝒕

𝑯 𝒔 =
𝟏

𝒔 + 𝟐

𝒙 𝒕 = 𝟐𝟎𝒆𝟐𝒕 + 𝟑𝟎𝒆𝟑𝒕 + 𝟕𝒆𝟓𝒕

⇒ 𝒚 𝒕 = 𝟓𝒆𝟐𝒕 + 𝟔𝒆𝟑𝒕 + 𝒆𝟓𝒕
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تهگسس-برای سیستم های زمان

= 𝒆𝒋𝒌𝝎𝟎𝒏 𝑯 𝒆𝒋𝝎 ቤ
𝝎 = 𝒌𝝎𝟎

ح تبدیل فوریه ی پاسخ ضربه در اصطلا

.نامیده می شود« پاسخ فرکانسی»

:  «یهتعریف تبدیل فور»

𝑯 𝒆𝒋𝝎 ≜ ෍

𝒏=−∞

+∞

𝒉 𝒏 𝒆−𝒋𝝎𝒏

𝒚 𝒏 = 𝒙 𝒏 ∗ 𝒉 𝒏

= ෍

𝒎=−∞

+∞

𝒉 𝒎 𝒙 𝒏 −𝒎

= ෍

𝒎=−∞

+∞

𝒉 𝒎 𝒆𝒋𝒌𝝎𝟎 𝒏−𝒎

= 𝒆𝒋𝒌𝝎𝟎𝒏 ෍

𝒎=−∞

+∞

𝒉 𝒎 𝒆−𝒋𝒌𝝎𝟎𝒎
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𝒚 𝒏 = 𝒙 𝒏 ∗ 𝒉 𝒏

𝒛𝟎،گسسته-تابع ویژه ی سیستم های زمانفرم عمومی تر 
𝒏 است که𝒛𝟎 استمقداری مختلط.

:  «سلاپلاتعریف تبدیل »

𝑯 𝒛 ≜ ෍

𝒏=−∞

+∞

𝒉 𝒏 𝒛−𝒏

در اصطلاح را پاسخ ضربه 𝒁تبدیل 

. نامندمی«تابع انتقال»یا « تابع سیستم»

= ෍

𝒎=−∞

+∞

𝒉 𝒎 𝒙 𝒏 −𝒎

= ෍

𝒎=−∞

+∞

𝒉 𝒎 𝒛𝟎
𝒏−𝒎

= 𝒛𝟎
𝒏 ෍

𝒎=−∞

+∞

𝒉 𝒎 𝒛𝟎
−𝒎

= 𝒛𝟎
𝒏 𝑯 𝒛 ቤ

𝒛 = 𝒛𝟎
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فهرست‌مطالب
پیوسته-سری فوریه تعمیم یافته ی زمان
پیوسته-سری فوریه نمایی زمان
سری فوریه ی تعمیم یافته ی زمان گسسته
گسسته-سری فوریه نمایی زمان
اهمیت نمایی مختلط در تجزیه و تحلیل سیستم ها
مثال های مروری
مثال های نرم افزاری
تئوری تمرین های

نرم افزاریتمرین های
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استوادی،درگههفت‌گذشتیچون‌در‌ره‌استوادیگفت‌ما‌را‌هفت‌
از‌فرسنگ‌آن‌آگاه‌کسنیستراه‌کسزيندر‌جهان‌نیامدوا‌

؟ناصبورایآگهیچون‌دهندت‌راه‌دورزينباز‌کس‌نیامدچون‌
خبر؟بیایخبر‌بازت‌دهد‌کیگم‌سر‌به‌سرجايگهچون‌شدند‌آن‌

ارکنبیعشق‌است‌از‌آن‌پس‌،‌وادیطلب‌آغاز‌کاروادیهست‌
استغنا‌صفتوادیپس‌چهارم‌است‌آن‌معرفتوادیسيمپس‌

صعبناکحيرتوادیپس‌ششم‌پاکتوحیدوادیهست‌پنجم‌

روش‌نبود‌تو‌را‌رویاينبعد‌از‌فقر‌است‌و‌فناوادیهفتمين
گرددتقلزمقطره‌يکگر‌بود‌گرددتروش‌گم‌افتیدر‌کشش‌

عطار‌نیشابوری‌


