
1

h
ttp

://m
a
lek

i.se
m

n
a
n

.a
c.ir

ی
ی مالک

دکتر عل

سیستم‌هاو‌سیگنال‌ها

دکتر‌علی‌مالکی
http://maleki.semnan.ac.ir

مبحث‌هفتم

𝓩تبدیل‌
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اهداف فصل
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فهرست‌مطالب
 معرفی تبدیل𝓩

ویژگی های ناحیه ی همگرایی

 وارون تبدیل𝓩

صفر-ارزیابی هندسی تبدیل فوریه به کمک نمودار قطب

 ویژگی های تبدیل𝓩

تجزیه و تحلیل سیستم هایLTI در حوزه ی𝓩

نمایش نمودار بلوکی

 تبدیل𝓩یک طرفه
مثال های مروری
نرم افزاریمثال های
تئوری تمرین های

نرم افزاریتمرین های
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𝓩معرفی تبدیل 

𝒙 𝒏
𝓩

𝑿 𝒛

𝑿 𝒆𝒋𝝎 = 𝑿 𝒛 ቤ
𝒛 = 𝒆𝒋𝝎

𝑿 𝒛 ≜ ෍

𝒏=−∞

+∞

𝒙 𝒏 𝒛−𝒏
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سیگنال های پرکاربرد𝓩تبدیل : 1مثال 
و صفرهای عبارت برای هر مورد، محل قطب ها. سیگنال های پرکاربرد زیر را محاسبه کنید𝓩تبدیل 
.نشان دهید𝒛را محاسبه نموده و به همراه ناحیه ی همگرایی در صفحه ی 𝓩تبدیل 

𝜹: الف 𝒏ب :𝒖 𝒏ج :𝜶𝒏𝒖 𝒏

𝜶𝒏𝒖−: د −𝒏 − 𝒓𝒏: ه  𝟏 𝐜𝐨𝐬 𝛀𝟎𝒏 𝒖 𝒏و :𝒓𝒏 𝐬𝐢𝐧 𝛀𝟎𝒏 𝒖 𝒏

:حل الف

⟹ 𝜹 𝒏
𝓩

𝟏 𝑹𝑶𝑪: 𝒆𝒏𝒕𝒊𝒓𝒆 𝒛 − 𝒑𝒍𝒂𝒏𝒆

𝓩 𝜹 𝒏 = ෍

𝒏=−∞

+∞

𝜹 𝒏 𝒛−𝒏 = ෍

𝒏=−∞

+∞

𝜹 𝒏 = 𝟏

:حل ب

⟹ 𝒖 𝒏
𝓩 𝟏

𝟏 − 𝒛−𝟏
𝑹𝑶𝑪: 𝒛 > 𝟏

𝓩 𝒖 𝒏 = ෍

𝒏=−∞

+∞

𝒖 𝒏 𝒛−𝒏 = ෍

𝒏=𝟎

∞

𝒛−𝒏 = ෍

𝒏=𝟎

∞

𝒛−𝟏
𝒏

=
𝟏

𝟏 − 𝒛−𝟏
𝑹𝑶𝑪: 𝒛−𝟏 < 𝟏 =

𝒛

𝒛 − 𝟏
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:حل ج

𝓩 𝜶𝒏𝒖 𝒏 = ෍

𝒏=−∞

+∞

𝜶𝒏𝒖 𝒏 𝒛−𝒏 = ෍

𝒏=𝟎

∞

𝜶𝒛−𝟏
𝒏
=

𝟏

𝟏 − 𝜶𝒛−𝟏
𝑹𝑶𝑪: 𝜶 𝒛−𝟏 < 𝟏 =

𝒛

𝒛 − 𝜶

⟹ 𝜶𝒏𝒖 𝒏
𝓩 𝟏

𝟏 − 𝜶𝒛−𝟏
𝑹𝑶𝑪: 𝒛 > 𝜶
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:حل د

=
𝒛

𝒛 − 𝜶

⟹ −𝜶𝒏𝒖 −𝒏 − 𝟏
𝓩 𝟏

𝟏 − 𝜶𝒛−𝟏
𝑹𝑶𝑪: 𝒛 < 𝜶

𝓩 −𝜶𝒏𝒖 −𝒏 − 𝟏 = ෍

𝒏=−∞

+∞

−𝜶𝒏𝒖 −𝒏 − 𝟏 𝒛−𝒏 = ෍

𝒏=−∞

−𝟏

− 𝜶−𝟏𝒛
−𝒏

= ෍

𝒏=𝟏

∞

− 𝜶−𝟏𝒛
𝒏

=
−𝜶−𝟏𝒛

𝟏 − 𝜶−𝟏𝒛
𝑹𝑶𝑪: 𝜶−𝟏 𝒛 < 𝟏

=
𝟏

𝟏 − 𝜶𝒛−𝟏
𝑹𝑶𝑪: 𝒛 < 𝜶
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:حل ه  

=
𝒛 𝒛 − 𝒓 𝐜𝐨𝐬 𝛀𝟎

𝒛 − 𝒓𝒆𝒋𝛀𝟎 𝒛 − 𝒓𝒆−𝒋𝛀𝟎

𝓩 𝒓𝒏 𝐜𝐨𝐬 𝛀𝟎𝒏 𝒖 𝒏 = ෍

𝒏=−∞

+∞

𝒓𝒏 𝐜𝐨𝐬 𝛀𝟎𝒏 𝒖 𝒏 𝒛−𝒏 = ෍

𝒏=𝟎

∞

𝒓𝒏 ∙
𝟏

𝟐
𝒆𝒋𝛀𝟎𝒏 + 𝒆−𝒋𝛀𝟎𝒏 𝒛−𝒏

=
𝟏

𝟐
෍

𝒏=𝟎

∞

𝒓𝒆𝒋𝛀𝟎𝒛−𝟏
𝒏
+
𝟏

𝟐
෍

𝒏=𝟎

∞

𝒓𝒆−𝒋𝛀𝟎𝒛−𝟏
𝒏

=
𝟏

𝟐
∙

𝟏

𝟏 − 𝒓𝒆𝒋𝛀𝟎𝒛−𝟏
+
𝟏

𝟐
∙

𝟏

𝟏 − 𝒓𝒆−𝒋𝛀𝟎𝒛−𝟏
𝑹𝑶𝑪: 𝒛 > 𝒓

=
𝟏

𝟐
∙
𝟏 − 𝒓𝒆−𝒋𝛀𝟎𝒛−𝟏 + 𝟏 − 𝒓𝒆𝒋𝛀𝟎𝒛−𝟏

𝟏 − 𝒓𝒆𝒋𝛀𝟎𝒛−𝟏 𝟏 − 𝒓𝒆−𝒋𝛀𝟎𝒛−𝟏

=
𝟏

𝟐
∙

𝟐 − 𝒓 𝒆𝒋𝛀𝟎 + 𝒆−𝒋𝛀𝟎 𝒛−𝟏

𝟏 − 𝒓𝒆𝒋𝛀𝟎𝒛−𝟏 𝟏 − 𝒓𝒆−𝒋𝛀𝟎𝒛−𝟏

=
𝟏 − 𝒓𝐜𝐨𝐬 𝛀𝟎 𝒛−𝟏

𝟏 − 𝒓𝒆𝒋𝛀𝟎𝒛−𝟏 𝟏 − 𝒓𝒆−𝒋𝛀𝟎𝒛−𝟏

=
𝟏 − 𝒓 𝐜𝐨𝐬 𝛀𝟎 𝒛−𝟏

𝟏 − 𝟐𝒓 𝐜𝐨𝐬 𝛀𝟎 𝒛−𝟏 + 𝒓𝟐𝒛−𝟐

𝒛𝟏 = 𝟎 𝒛𝟐 = 𝒓𝐜𝐨𝐬 𝛀𝟎

⟹ 𝒓𝒏 𝐜𝐨𝐬 𝛀𝟎𝒏 𝒖 𝒏
𝓩 𝟏 − 𝒓𝐜𝐨𝐬 𝛀𝟎 𝒛−𝟏

𝟏 − 𝟐𝒓𝐜𝐨𝐬 𝛀𝟎 𝒛−𝟏 + 𝒓𝟐𝒛−𝟐
𝑹𝑶𝑪: 𝒛 > 𝒓

𝒑𝟏 = 𝒓𝒆𝒋𝛀𝟎 𝒑𝟐 = 𝒓𝒆−𝒋𝛀𝟎
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:حل و

=
𝒓 𝐬𝐢𝐧 𝛀𝟎 𝒛

𝒛 − 𝒓𝒆𝒋𝛀𝟎 𝒛 − 𝒓𝒆−𝒋𝛀𝟎

𝓩 𝒓𝒏 𝒔𝒊𝒏 𝛀𝟎𝒏 𝒖 𝒏 = ෍

𝒏=−∞

+∞

𝒓𝒏 𝒔𝒊𝒏 𝛀𝟎𝒏 𝒖 𝒏 𝒛−𝒏 = ෍

𝒏=𝟎

∞

𝒓𝒏 ∙
𝟏

𝟐𝒋
𝒆𝒋𝛀𝟎𝒏 − 𝒆−𝒋𝛀𝟎𝒏 𝒛−𝒏

=
𝟏

𝟐𝒋
෍

𝒏=𝟎

∞

𝒓𝒆𝒋𝛀𝟎𝒛−𝟏
𝒏
−
𝟏

𝟐𝒋
෍

𝒏=𝟎

∞

𝒓𝒆−𝒋𝛀𝟎𝒛−𝟏
𝒏

=
𝟏

𝟐𝒋
∙

𝟏

𝟏 − 𝒓𝒆𝒋𝛀𝟎𝒛−𝟏
−
𝟏

𝟐𝒋
∙

𝟏

𝟏 − 𝒓𝒆−𝒋𝛀𝟎𝒛−𝟏
𝑹𝑶𝑪: 𝒛 > 𝒓

=
𝟏

𝟐𝒋
∙
𝟏 − 𝒓𝒆−𝒋𝛀𝟎𝒛−𝟏 − 𝟏 + 𝒓𝒆𝒋𝛀𝟎𝒛−𝟏

𝟏 − 𝒓𝒆𝒋𝛀𝟎𝒛−𝟏 𝟏 − 𝒓𝒆−𝒋𝛀𝟎𝒛−𝟏

=
𝒓 𝐬𝐢𝐧 𝛀𝟎 𝒛−𝟏

𝟏 − 𝒓𝒆𝒋𝛀𝟎𝒛−𝟏 𝟏 − 𝒓𝒆−𝒋𝛀𝟎𝒛−𝟏

=
𝒓 𝐬𝐢𝐧 𝛀𝟎 𝒛−𝟏

𝟏 − 𝟐𝒓 𝐜𝐨𝐬 𝛀𝟎 𝒛−𝟏 + 𝒓𝟐𝒛−𝟐

⟹ 𝒓𝒏 𝐬𝐢𝐧 𝛀𝟎𝒏 𝒖 𝒏
𝓩 𝒓 𝐬𝐢𝐧 𝛀𝟎 𝒛−𝟏

𝟏 − 𝟐𝒓 𝐜𝐨𝐬 𝛀𝟎 𝒛−𝟏 + 𝒓𝟐𝒛−𝟐
𝑹𝑶𝑪: 𝒛 > 𝒓

𝒛𝟏 = 𝟎

𝒑𝟏 = 𝒓𝒆𝒋𝛀𝟎 𝒑𝟐 = 𝒓𝒆−𝒋𝛀𝟎
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، 1سیگنال های پرکاربرد مثال 𝓩با وارسی تبدیل 

؟ آیا ارتباطی بین محل قطب ها و صفرها و مرز ناحیه ی همگرایی دیده می شود❖

دست راستی بودن سیگنال های یک سویه و / آیا ارتباطی بین دست چپی❖

دست راستی بودن ناحیه ی همگرایی دیده می شود؟ / دست چپی

𝓩دیل  آیا ارتباطی بین دوره ی زمانی سیگنال و گستره ی ناحیه ی همگرایی تب❖

آن دیده می شود؟ 

یرد؟آیا مرز ناحیه ی همگرایی الگوی مشخصی دارد؟ این الگو از کجا نشات می گ❖
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ارزیابی وجود تبدیل فوریه: 2مثال 
می توان تبدیل فوریه نوشت؟1برای کدام یک از سیگنال های مثال 

𝑿 𝒆𝒋𝝎 = 𝑿 𝒛 ቤ
𝒛 = 𝒆𝒋𝝎

.تبدیل فوریه دارد
الف: 

ب: 

ج: 

د: 

ه : 

و:  𝒓𝒏 𝐬𝐢𝐧 𝛀𝟎𝒏 𝒖 𝒏
𝓩 𝒓 𝐬𝐢𝐧 𝛀𝟎 𝒛−𝟏

𝟏 − 𝟐𝒓 𝐜𝐨𝐬 𝛀𝟎 𝒛−𝟏 + 𝒓𝟐𝒛−𝟐
𝑹𝑶𝑪: 𝒛 > 𝒓

𝓩 𝟏 − 𝒓𝐜𝐨𝐬 𝛀𝟎 𝒛−𝟏

𝟏 − 𝟐𝒓 𝐜𝐨𝐬 𝛀𝟎 𝒛−𝟏 + 𝒓𝟐𝒛−𝟐
𝑹𝑶𝑪: 𝒛 > 𝒓𝒓𝒏 𝐜𝐨𝐬 𝛀𝟎𝒏 𝒖 𝒏

−𝜶𝒏𝒖 −𝒏 − 𝟏
𝓩 𝟏

𝟏 − 𝜶𝒛−𝟏
𝑹𝑶𝑪: 𝒛 < 𝜶

𝜶𝒏𝒖 𝒏
𝓩 𝟏

𝟏 − 𝜶𝒛−𝟏
𝑹𝑶𝑪: 𝒛 > 𝜶

𝜹 𝒏

𝒖 𝒏

𝓩
𝟏 𝑹𝑶𝑪: 𝒆𝒏𝒕𝒊𝒓𝒆 𝒛 − 𝒑𝒍𝒂𝒏𝒆

𝓩 𝟏

𝟏 − 𝒛−𝟏
𝑹𝑶𝑪: 𝒛 > 𝟏

.تبدیل فوریه ندارد

𝜶برای  < .تبدیل فوریه دارد𝟏

𝒓برای  < .تبدیل فوریه دارد𝟏

𝒓برای  < .تبدیل فوریه دارد𝟏

𝜶برای  > .تبدیل فوریه دارد𝟏
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فهرست‌مطالب
 معرفی تبدیل𝓩

ویژگی های ناحیه ی همگرایی

 وارون تبدیل𝓩

صفر-ارزیابی هندسی تبدیل فوریه به کمک نمودار قطب

 ویژگی های تبدیل𝓩

تجزیه و تحلیل سیستم هایLTI در حوزه ی𝓩

نمایش نمودار بلوکی

 تبدیل𝓩یک طرفه
مثال های مروری
نرم افزاریمثال های
تئوری تمرین های

نرم افزاریتمرین های
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.می باشد𝑧ناحیه همگرایی حلقه ای به مرکز مبدا صفحه ی -1

.نیست𝒵ناحیه ی همگرایی شامل قطب های عبارت تبدیل -2

رایی اگر سیگنال در دوره ی زمانی محدودی مقدار غیرصفر داشته باشد ناحیه ی همگ-3

𝑧خواهد بود ولی ممکن است شامل 𝑧آن کل صفحه ی  = 𝑧یا 0 = .نباشد∞

آن نیز دست راستی 𝒵اگر سیگنال دست راستی باشد ناحیه ی همگرایی تبدیل -4

.خواهد بود

آن نیز دست چپی خواهد 𝒵اگر سیگنال دست چپی باشد ناحیه ی همگرایی تبدیل -5

.  بود

: «همگراییناحیه یویژگی های»
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ویژگی های ناحیه ی همگرایی: 3مثال 
.از ویژگی های ناحیه ی همگرایی را وارسی کنید3سیگنال های زیر، ویژگی 𝓩با محاسبه ی تبدیل 

𝜹: الف 𝒏ب :𝜹 𝒏 − 𝜹: ج𝟏 𝒏 + 𝟏

:حل

𝓩 𝜹 𝒏 − 𝟏 = ෍

𝒏=−∞

+∞

𝜹 𝒏 − 𝟏 𝒛−𝒏

= 𝒛 𝑹𝑶𝑪: 𝒆𝒏𝒕𝒊𝒓𝒆 𝒛 − 𝒑𝒍𝒂𝒏𝒆 𝒆𝒙𝒄𝒆𝒑𝒕 𝒛 = ∞

𝓩 𝜹 𝒏 = 𝟏 𝑹𝑶𝑪: 𝒆𝒏𝒕𝒊𝒓𝒆 𝒛 − 𝒑𝒍𝒂𝒏𝒆

= 𝒛−𝟏 𝑹𝑶𝑪: 𝒆𝒏𝒕𝒊𝒓𝒆 𝒛 − 𝒑𝒍𝒂𝒏𝒆 𝒆𝒙𝒄𝒆𝒑𝒕 𝒛 = 𝟎

= 𝒛−𝟏 ෍

𝒏=−∞

+∞

𝜹 𝒏

𝓩 𝜹 𝒏 + 𝟏 = ෍

𝒏=−∞

+∞

𝜹 𝒏 + 𝟏 𝒛−𝒏 = 𝒛 ෍

𝒏=−∞

+∞

𝜹 𝒏 + 𝟏
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ویژگی های ناحیه ی همگرایی: 4مثال 
را به همراه ناحیه ی 𝓩محل قطب ها و صفرهای عبارت تبدیل . سیگنال زیر را به دست آورید𝓩تبدیل 

.نمایش دهید𝒛همگرایی در صفحه ی 

:حل

=
𝒛𝑵 − 𝒂𝑵

𝒛𝑵−𝟏 𝒛 − 𝒂

𝒙 𝒏 = ቊ
𝒂𝒏 𝟎 ≤ 𝒏 ≤ 𝑵− 𝟏
𝟎 𝒐𝒕𝒉𝒆𝒓𝒘𝒊𝒔𝒆

𝐗 𝒛 =
𝟏 − 𝒂𝒛−𝟏

𝑵

𝟏 − 𝒂𝒛−𝟏
𝑹𝑶𝑪: 𝒆𝒏𝒕𝒊𝒓𝒆 𝒛 − 𝒑𝒍𝒂𝒏𝒆 𝒆𝒙𝒄𝒆𝒑𝒕 𝒛 = 𝟎

𝐗 𝒛 = ෍

𝒏=−∞

+∞

𝒙 𝒏 𝒛−𝒏 = ෍

𝒏=𝟎

𝑵−𝟏

𝒂𝒏𝒛−𝒏 = ෍

𝒏=𝟎

𝑵−𝟏

𝒂𝒛−𝟏
𝒏
=
𝟏 − 𝒂𝒛−𝟏

𝑵

𝟏 − 𝒂𝒛−𝟏
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:5مثال 
𝒙سیگنال 𝓩تبدیل  𝒏 = 𝒃 𝒏 𝒃 > 𝓩محل قطب ها و صفرهای عبارت تبدیل . را به دست آورید𝟎

.نمایش دهید𝒛را به همراه ناحیه ی همگرایی در صفحه ی 
:حل

=
𝒃𝒛

𝟏 − 𝒃𝒛
+

𝟏

𝟏 − 𝒃𝒛−𝟏
𝒃𝒛همگراییشرط هایبا  < 𝒃𝒛−𝟏و𝟏 < 𝟏:

𝓩 𝒃 𝒏 = ෍

𝒏=−∞

+∞

𝒃 𝒏 𝒛−𝒏 = ෍

𝒏=−∞

−𝟏

𝒃−𝒏𝒛−𝒏 +෍

𝒏=𝟎

∞

𝒃𝒏𝒛−𝒏 = ෍

𝒏=𝟏

∞

𝒃𝒛 𝒏 +෍

𝒏=𝟎

∞

𝒃𝒛−𝟏
𝒏
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:5مثال 
𝒙سیگنال 𝓩تبدیل  𝒏 = 𝒃 𝒏 𝒃 > 𝓩محل قطب ها و صفرهای عبارت تبدیل . را به دست آورید𝟎

.نمایش دهید𝒛را به همراه ناحیه ی همگرایی در صفحه ی 
:حل

=
𝒃𝒛

𝟏 − 𝒃𝒛
+

𝟏

𝟏 − 𝒃𝒛−𝟏
𝒃𝒛همگراییشرط هایبا  < 𝒃𝒛−𝟏و𝟏 < 𝟏:

𝓩 𝒃 𝒏 = ෍

𝒏=−∞

+∞

𝒃 𝒏 𝒛−𝒏 = ෍

𝒏=−∞

−𝟏

𝒃−𝒏𝒛−𝒏 +෍

𝒏=𝟎

∞

𝒃𝒏𝒛−𝒏 = ෍

𝒏=𝟏

∞

𝒃𝒛 𝒏 +෍

𝒏=𝟎

∞

𝒃𝒛−𝟏
𝒏

𝟎اگر  < 𝒃 < 𝒃باشد با ناحیه ی همگرایی 𝟏 < 𝒛 <
𝟏

𝒃
:

=
𝒃 −

𝟏
𝒃

𝒛

𝒛 −
𝟏
𝒃

𝒛 − 𝒃

⇒ 𝓩 𝒃 𝒏 =
−𝒛

𝒛 −
𝟏
𝒃

+
𝒛

𝒛 − 𝒃

=
−𝒛𝟐 + 𝒃𝒛 + 𝒛𝟐 −

𝟏
𝒃
𝒛

𝒛 −
𝟏
𝒃

𝒛 − 𝒃
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فهرست‌مطالب
 معرفی تبدیل𝓩

ویژگی های ناحیه ی همگرایی

 وارون تبدیل𝓩

صفر-ارزیابی هندسی تبدیل فوریه به کمک نمودار قطب

 ویژگی های تبدیل𝓩

تجزیه و تحلیل سیستم هایLTI در حوزه ی𝓩

نمایش نمودار بلوکی

 تبدیل𝓩یک طرفه
مثال های مروری
نرم افزاریمثال های
تئوری تمرین های

نرم افزاریتمرین های
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ور، به واسطه ی پیچیدگی های محاسباتی این انتگرال کانت

اغلب ترجیح می دهیم از روشی دیگر برای تعیین وارون 

.  بهره گیریم𝓩تبدیل 

𝒙 𝒏 =
𝟏

𝟐𝝅𝒋
∳ 𝑿 𝒛 𝒛𝒏−𝟏𝒅𝒛 :𝓩وارون تبدیل 

بسط کسرهای جزئی❖

(فروش تقسیم های متوالی یا استفاده از بسط های متعار)بسط سری توانی ❖

𝓩استفاده از ویژگی های تبدیل ❖

:  «𝓩دیگر روش های تعیین وارون تبدیل »
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𝓩به دست آوردن رابطه ی وارون تبدیل : 6مثال 
را به دست 𝓩گسسته، رابطه ی وارون تبدیل -و زوج تبدیل فوریه ی زمان𝓩با استفاده از رابطه ی تبدیل 

.آورید
:حل

⟹ 𝑿 𝒓𝒆𝒋𝝎 = ෍

𝒏=−∞

+∞

𝒙 𝒏 𝒓𝒆𝒋𝝎
−𝒏

𝒓𝒆𝒋𝝎تغییر متغیر  = 𝒛:

𝒅𝝎 =
𝟏

𝒋
𝒛−𝟏𝒅𝒛

𝑿 𝒛 = ෍

𝒏=−∞

+∞

𝒙 𝒏 𝒛−𝒏

⟹ 𝒙 𝒏 =
𝟏

𝟐𝝅𝒋
∳ 𝑿 𝒛 𝒛𝒏−𝟏𝒅𝒛

= ෍

𝒏=−∞

+∞

𝒙 𝒏 𝒓−𝒏 𝒆−𝒋𝝎𝒏 ⟹ 𝒙 𝒏 𝒓−𝒏
ℱ

𝑿 𝒓𝒆𝒋𝝎

⟹ 𝒙 𝒏 𝒓−𝒏 =
𝟏

𝟐𝝅
න
<𝟐𝝅>

𝑿 𝒓𝒆𝒋𝝎 𝒆𝒋𝝎𝒏𝒅𝝎 ⟹ 𝒙 𝒏 =
𝟏

𝟐𝝅
න
<𝟐𝝅>

𝑿 𝒓𝒆𝒋𝝎 𝒓𝒆𝒋𝝎
𝒏
𝒅𝝎

𝒅𝒛

𝒅𝝎
= 𝒋𝒓𝒆𝒋𝝎 = 𝒋𝒛
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به روش بسط کسرهای جزئی𝓩ل وارون تبدی: 7مثال 
𝑿برای  𝒛 داده شده، وارون تبدیل𝓩 را به ازای هر یک از

𝑹𝑶𝑪های ممکن به روش بسط کسرهای جزئی بیابید.
:حل

𝑿 𝒛 =
𝟑𝒛 𝒛 −

𝟓
𝟏𝟖

𝒛 −
𝟏
𝟒 𝒛 −

𝟏
𝟑

𝑿 𝒛 =
𝟑 −

𝟓
𝟔𝒛

−𝟏

𝟏 −
𝟏
𝟒 𝒛

−𝟏 𝟏 −
𝟏
𝟑 𝒛

−𝟏

⟹ 𝑿 𝒛 =
𝟏

𝟏 −
𝟏
𝟒𝒛

−𝟏
+

𝟐

𝟏 −
𝟏
𝟑𝒛

−𝟏

⟹ 𝑿 𝒛 =
𝑨

𝟏 −
𝟏
𝟒𝒛

−𝟏
+

𝑩

𝟏 −
𝟏
𝟑𝒛

−𝟏

𝑨 = 𝟏 −
𝟏

𝟒
𝒛−𝟏 𝑿 𝒛 ቤ

𝒛−𝟏 = 𝟒

𝑩 = 𝟏 −
𝟏

𝟑
𝒛−𝟏 𝑿 𝒛 ቤ

𝒛−𝟏 = 𝟑

𝟏برای ناحیه ی همگرایی 

𝟒
< 𝒛 <

𝟏

𝟑
:

𝒛برای ناحیه ی همگرایی  >
𝟏

𝟑
:

𝒛برای ناحیه ی همگرایی  <
𝟏

𝟒
:𝒙 𝒏 = −

𝟏

𝟒

𝒏

𝒖 −𝒏 − 𝟏 − 𝟐
𝟏

𝟑

𝒏

𝒖 −𝒏 − 𝟏

𝒙 𝒏 =
𝟏

𝟒

𝒏

𝒖 𝒏 − 𝟐
𝟏

𝟑

𝒏

𝒖 −𝒏 − 𝟏

𝒙 𝒏 =
𝟏

𝟒

𝒏

𝒖 𝒏 + 𝟐
𝟏

𝟑

𝒏

𝒖 𝒏

=
𝟑 −

𝟓
𝟔𝒛

−𝟏

𝟏 −
𝟏
𝟑 𝒛

−𝟏
ቤ
𝒛−𝟏 = 𝟒

= 𝟏

=
𝟑 −

𝟓
𝟔 𝒛

−𝟏

𝟏 −
𝟏
𝟒𝒛

−𝟏
ቤ
𝒛−𝟏 = 𝟑

= 𝟐



23

h
ttp

://m
a
lek

i.se
m

n
a
n

.a
c.ir

ی
ی مالک

دکتر عل

به روش بسط سری توانی𝓩وارون تبدیل: 8مثال 
𝑿را برای 𝓩وارون تبدیل  𝒛 = 𝟒𝒛𝟐 + 𝟐 + 𝟑𝒛−𝟏 𝟎 < 𝒛 < ، به روش بسط سری توانی به ∞

.دست آورید

:حل

𝑿 𝒛 = ෍

𝒏=−∞

+∞

𝒙 𝒏 𝒛−𝒏 = ⋯+ 𝒙 −𝟐 𝒛𝟐 + 𝒙 −𝟏 𝒛 + 𝒙 𝟎 + 𝒙 𝟏 𝒛−𝟏 + 𝒙 𝟐 𝒛−𝟐 +⋯

𝒙 𝒏 =

𝟒 𝒏 = −𝟐
𝟐 𝒏 = 𝟎
𝟑 𝒏 = 𝟏
𝟎 𝒐𝒕𝒉𝒆𝒓𝒔

⟹ 𝒙 𝒏 = 𝟒𝜹 𝒏 + 𝟐 + 𝟐𝜹 𝒏 + 𝟑𝜹 𝒏 − 𝟏

𝑿 𝒛 = 𝟒 𝒛𝟐 + 𝟐 + 𝟑 𝒛−𝟏
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الیروش تقسیم متو-به روش بسط سری توانی𝓩وارون تبدیل: 9مثال 
𝑿هر یک از 𝓩وارون تبدیل  𝒛 های داده شده را به روش

.یدروش تقسیم متوالی به دست آور-بسط سری توانی

:حل الف

⟹ 𝒙 𝒏 = ቊ
𝜶𝒏 𝒏 ≥ 𝟎
𝟎 𝒏 < 𝟎

⇒ 𝒙 𝒏 = 𝜶𝒏𝒖 𝒏

𝑿 𝒛 =
𝟏

𝟏 − 𝜶𝒛−𝟏
𝒛 > 𝜶

𝑿 𝒛 =
𝟏

𝟏 − 𝜶𝒛−𝟏
𝒛 < 𝜶

الف)

ب)
𝟏 𝟏 − 𝒂𝒛−𝟏

𝟏
− 𝟏 − 𝒂𝒛−𝟏

𝒂𝒛−𝟏
+ 𝒂𝒛−𝟏

− 𝒂𝒛−𝟏 − 𝒂𝟐𝒛−𝟐

𝒂𝟐𝒛−𝟐

+ 𝒂𝟐𝒛−𝟐

− 𝒂𝟐 𝒛−𝟐 − 𝒂𝟑𝒛−𝟑

𝒂𝟑𝒛−𝟑

+ 𝒂𝟑𝒛−𝟑 + ⋯

⟹ 𝑿 𝒛 =
𝟏

𝟏 + 𝜶𝒛−𝟏

برای سیگنال دست راستی، عبارت های صورت و مخرج

(  z-1یا توان های صعودی )zبه صورت توان های نزولی 

.مرتب می شوند

:توجه

= 𝟏 + 𝜶𝒛−𝟏 + 𝜶𝟐𝒛−𝟐 + 𝜶𝟑𝒛−𝟑 +⋯

𝑿 𝒛 = ෍

𝒏=−∞

+∞

𝒙 𝒏 𝒛−𝒏= ⋯+ 𝒙 −𝟐 𝒛𝟐 + 𝒙 −𝟏 𝒛 + 𝒙 𝟎 + 𝒙 𝟏 𝒛−𝟏 + 𝒙 𝟐 𝒛−𝟐 + 𝒙 𝟑 𝒛−𝟑 +⋯
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:حل ب

⟹ 𝒙 𝒏 = ቊ
−𝒂𝒏 𝒏 ≤ −𝟏
𝟎 𝒏 ≥ 𝟎

𝟏 −𝒂𝒛−𝟏 + 𝟏
− 𝟏 − 𝒂−𝟏 𝒛

𝒂−𝟏 𝒛
− 𝒂−𝟏 𝒛

− 𝒂−𝟏𝒛 − 𝒂−𝟐𝒛𝟐

𝒂−𝟐𝒛𝟐

− 𝒂−𝟐𝒛𝟐

− 𝒂−𝟐 𝒛𝟐 − 𝒂−𝟑𝒛𝟑

𝒂−𝟑𝒛𝟑

− 𝒂−𝟑𝒛𝟑 + ⋯

⟹ 𝑿 𝒛 =
𝟏

𝟏 − 𝒂𝒛−𝟏

ه برای سیگنال دست چپی، عبارت های صورت و مخرج ب

(  z-1یا توان های نزولی )zصورت توان های صعودی 

.مرتب می شوند

:توجه

= −𝒂−𝟏𝒛 − 𝒂−𝟐𝒛𝟐 − 𝒂−𝟐𝒛𝟐 − 𝒂−𝟐𝒛𝟐 −⋯

⟹ 𝒙 𝒏 = −𝒂𝒏𝒖 −𝒏 − 𝟏

𝑿 𝒛 = ෍

𝒏=−∞

+∞

𝒙 𝒏 𝒛−𝒏= ⋯+ 𝒙 −𝟐 𝒛𝟐 + 𝒙 −𝟏 𝒛 + 𝒙 𝟎 + 𝒙 𝟏 𝒛−𝟏 + 𝒙 𝟐 𝒛−𝟐 + 𝒙 𝟑 𝒛−𝟑 +⋯
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بسط های متعارف-به روش بسط سری توانی𝓩وارون تبدیل : 10مثال 
𝑿عبارت 𝓩وارون تبدیل  𝒛 = 𝐥𝐨𝐠 𝟏 + 𝒂𝒛−𝟏 , 𝒛 > 𝒂 را به روش بسط سری توانی به دست

.از بسط سری توانی متعارف زیر بهره گیرید: راهنمایی. آورید

:حل

⟹ 𝒙 𝒏 = −
𝟏

𝒏
−𝒂 𝒏𝒖 𝒏 − 𝟏

𝐥𝐨𝐠 𝟏 + 𝒗 = ෍

𝒏=𝟏

∞
− −𝒗 𝒏

𝒏

𝐥𝐨𝐠 𝟏 + 𝒂𝒛−𝟏 = ෍

𝒏=𝟏

∞
− −𝒂𝒛−𝟏

𝒏

𝒏
= ෍

𝒏=𝟏

∞
− −𝒂 𝒏

𝒏
𝒛−𝒏



28

h
ttp

://m
a
lek

i.se
m

n
a
n

.a
c.ir

ی
ی مالک

دکتر عل

فهرست‌مطالب
 معرفی تبدیل𝓩

ویژگی های ناحیه ی همگرایی

 وارون تبدیل𝓩

صفر-ارزیابی هندسی تبدیل فوریه به کمک نمودار قطب

 ویژگی های تبدیل𝓩

تجزیه و تحلیل سیستم هایLTI در حوزه ی𝓩

نمایش نمودار بلوکی

 تبدیل𝓩یک طرفه
مثال های مروری
نرم افزاریمثال های
تئوری تمرین های

نرم افزاریتمرین های
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𝑿 𝒆𝒋𝝎 =
صفر بردارهای طول حاصلضرب

قطب بردارهای طول حاصلضرب

∡𝑿 𝒆𝒋𝝎 = صفر بردارهای زاویه‌ی مجموع − قطب بردارهای زاویه‌ی مجموع
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ارزیابی هندسی تبدیل فوریه: 11مثال 
.  صفر تابع سیستم داده شده است-نمودار قطب

.اندازه و فاز پاسخ فرکانسی آن را تعیین نمایید

:حل

𝑿 𝒆𝒋𝝎 =
صفر بردار طول

قطب بردار طول

∡𝑿 𝒆𝒋𝝎 = صفر بردار زاویه‌ی − قطب بردار زاویه‌ی
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𝝎 = 𝟎

𝝎 = −𝝅 𝑯 𝒆𝒋𝝎 =
𝟏

𝟏. 𝟓
= 𝟎. 𝟔𝟔𝟕

𝝎 = −
𝟑𝝅

𝟒
𝑯 𝒆𝒋𝝎 =

𝟏

𝟏
𝟐
+

𝟐
𝟐

𝟐

+
𝟐
𝟐

𝟐

= 𝟎. 𝟕𝟏𝟓

𝝎 = −
𝝅

𝟐
𝑯 𝒆𝒋𝝎 =

𝟏

𝟎. 𝟓 𝟐 + 𝟏
= 𝟎. 𝟖𝟗𝟒

𝝎 = −
𝝅

𝟒
𝑯 𝒆𝒋𝝎 =

𝟏

𝟐
𝟐
−
𝟏
𝟐

𝟐

+
𝟐
𝟐

𝟐

= 𝟏. 𝟑𝟓𝟕

𝑯 𝒆𝒋𝝎 =
𝟏

𝟎. 𝟓
= 𝟐

𝑯 𝒆𝒋𝝎 =
𝟏

𝟐
𝟐
−
𝟏
𝟐

𝟐

+
𝟐
𝟐

𝟐

= 𝟏. 𝟑𝟓𝟕𝝎 =
𝝅

𝟒

𝝎 =
𝝅

𝟐
𝑯 𝒆𝒋𝝎 =

𝟏

𝟎. 𝟓 𝟐 + 𝟏
= 𝟎. 𝟖𝟗𝟒

𝝎 =
𝟑𝝅

𝟒
𝑯 𝒆𝒋𝝎 =

𝟏

𝟏
𝟐
+

𝟐
𝟐

𝟐

+
𝟐
𝟐

𝟐

= 𝟎. 𝟕𝟏𝟓

𝝎 = −𝝅 𝑯 𝒆𝒋𝝎 =
𝟏

𝟏. 𝟓
= 𝟎. 𝟔𝟔𝟕
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ی
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دکتر عل

∡𝑯 𝒆𝒋𝝎 =
𝝅

𝟒
− 𝐭𝐚𝐧−𝟏

𝟐
𝟐

𝟐
𝟐
−
𝟏
𝟐

= −𝟎. 𝟏𝟓𝟗𝝅

𝝎 = −𝝅 ∡𝑯 𝒆𝒋𝝎 = −𝝅 − −𝝅 = 𝟎

𝝎 = −
𝟑𝝅

𝟒
∡𝑯 𝒆𝒋𝝎 = −

𝟑𝝅

𝟒
− −𝝅 + 𝐭𝐚𝐧−𝟏

𝟐
𝟐

𝟐
𝟐
+
𝟏
𝟐

= 𝟎. 𝟎𝟖𝟏𝝅

𝝎 = −
𝝅

𝟐
∡𝑯 𝒆𝒋𝝎 = −

𝝅

𝟐
− −𝝅 + 𝐭𝐚𝐧−𝟏

𝟏

𝟏
𝟐

= 𝟎. 𝟏𝟒𝟖𝝅

𝝎 = −
𝝅

𝟒
∡𝑯 𝒆𝒋𝝎 = −

𝝅

𝟒
− −𝐭𝐚𝐧−𝟏

𝟐
𝟐

𝟐
𝟐
−
𝟏
𝟐

= 𝟎. 𝟏𝟓𝟗𝝅

𝝎 = 𝟎 ∡𝑯 𝒆𝒋𝝎 = 𝟎 − 𝟎 = 𝟎

𝝎 =
𝝅

𝟒

∡𝑯 𝒆𝒋𝝎 = 𝝅 − 𝝅 = 𝟎

𝝎 =
𝝅

𝟐
∡𝑯 𝒆𝒋𝝎 =

𝝅

𝟐
− −𝝅 − 𝐭𝐚𝐧−𝟏

𝟏

𝟏
𝟐

= −𝟎. 𝟏𝟒𝟖𝝅

∡𝑯 𝒆𝒋𝝎 =
𝟑𝝅

𝟒
− 𝝅 + 𝐭𝐚𝐧−𝟏

𝟐
𝟐

𝟐
𝟐
+
𝟏
𝟐

= −𝟎. 𝟎𝟖𝟏𝝅𝝎 =
𝟑𝝅

𝟒

𝝎 = 𝝅
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دکتر عل

فهرست‌مطالب
 معرفی تبدیل𝓩

ویژگی های ناحیه ی همگرایی

 وارون تبدیل𝓩

صفر-ارزیابی هندسی تبدیل فوریه به کمک نمودار قطب

 ویژگی های تبدیل𝓩

تجزیه و تحلیل سیستم هایLTI در حوزه ی𝓩

نمایش نمودار بلوکی

 تبدیل𝓩یک طرفه
مثال های مروری
نرم افزاریمثال های
تئوری تمرین های

نرم افزاریتمرین های
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ی
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دکتر عل

𝓩ویژگی های تبدیل 

ویژگی خطی بودن❖

ویژگی جابجایی زمانی❖

𝒛ویژگی مقیاس در حوزه ی ❖

معکوس زمانیویژگی❖

گسترش زمانیویژگی ❖

آنتقارن هایمزدوج و ویژگی ❖

کانولوشنویژگی ❖

𝒛در حوزه ی مشتق گیریویژگی ❖

و قضیه ی مقدار اولیه❖
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ویژگی خطی بودن
𝒙𝟏 𝒏

𝓩
𝑿𝟏 𝒛 𝑹𝑶𝑪:𝑹𝟏

𝒙𝟐 𝒏
𝓩

𝑿𝟐 𝒛 𝑹𝑶𝑪:𝑹𝟐

⟹ 𝜶𝒙𝟏 𝒏 + 𝜷𝒙𝟐 𝒏
𝓩

𝜶𝑿𝟏 𝒛 + 𝜷𝑿𝟐 𝒛 𝑹𝑶𝑪: 𝒄𝒐𝒏𝒕𝒂𝒊𝒏𝒊𝒏𝒈 𝑹𝟏 ∩ 𝑹𝟐
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ی
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دکتر عل

ویژگی خطی بودن: 12مثال 
𝑿𝟏 𝒛 و𝑿𝟐 𝒛 که به ترتیب نشانگر تبدیل𝓩 سیگنال های𝒙𝟏 𝒏 و𝒙𝟐 𝒏 می باشند داده شده

𝒙𝟏سیگنال 𝓩با استفاده از ویژگی خطی بودن، تبدیل .است 𝒏 − 𝒙𝟐 𝒏 را به دست آورده و ناحیه ی

.همگرایی آن را وارسی کنید

:حل

=
𝟏 − 𝜶𝒛−𝟏

𝟏 − 𝜶𝒛−𝟏

𝑿𝟏 𝒛 =
𝟏

𝟏 − 𝜶𝒛−𝟏
𝑹𝑶𝑪: 𝒛 > 𝜶

𝑿𝟐 𝒛 =
𝜶𝒛−𝟏

𝟏 − 𝜶𝒛−𝟏
𝑹𝑶𝑪: 𝒛 > 𝜶

𝓩 𝒙𝟏 𝒏 − 𝒙𝟐 𝒏 = 𝑿𝟏 𝒛 − 𝑿𝟐 𝒛 =
𝟏

𝟏 − 𝜶𝒛−𝟏
−

𝜶𝒛−𝟏

𝟏 − 𝜶𝒛−𝟏
= 𝟏
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ویژگی جابجایی زمانی
𝒙 𝒏

𝓩
𝑿 𝒛 𝑹𝑶𝑪: 𝑹 ⟹ 𝒙 𝒏 − 𝒏𝟎

𝓩
𝒛−𝒏𝟎𝑿 𝒛 𝑹𝑶𝑪:𝑹
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ویژگی جابجایی زمانی: 13مثال 
𝒙سیگنال  𝒏 = 𝜹 𝒏 − 𝒙سیگنال های 𝓩تبدیل . را در نظر بگیرید𝟏 𝒏 و𝒙 𝒏 + را به دست 𝟐

𝒙جابجایی زمانی چه تاثیری روی ناحیه ی همگرایی سیگنال . آورید 𝒏داشته است؟

:حل

𝒙 𝒏 + 𝟐 = 𝜹 𝒏 + 𝟏
𝓩

𝒛 𝑹𝑶𝑪: 𝒆𝒏𝒕𝒊𝒓𝒆 𝒛 − 𝒑𝒍𝒂𝒏𝒆 𝒆𝒙𝒄𝒆𝒑𝒕 𝒛 = ∞

𝜹 𝒏
𝓩

𝟏 𝑹𝑶𝑪: 𝒆𝒏𝒕𝒊𝒓𝒆 𝒛 − 𝒑𝒍𝒂𝒏𝒆

𝒙 𝒏 = 𝜹 𝒏 − 𝟏
𝓩

𝒛−𝟏 𝑹𝑶𝑪: 𝒆𝒏𝒕𝒊𝒓𝒆 𝒛 − 𝒑𝒍𝒂𝒏𝒆 𝒆𝒙𝒄𝒆𝒑𝒕 𝒛 = 𝟎
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𝓩ویژگی مقیاس در حوزه ی 

𝒙 𝒏
𝓩

𝑿 𝒛 𝑹𝑶𝑪:𝑹 ⟹ 𝒛𝟎
𝒏 𝒙 𝒏

𝓩
𝑿

𝒛

𝒛𝟎
𝑹𝑶𝑪: 𝒛𝟎 𝑹

𝒆𝒋𝝎𝟎𝒏 𝒙 𝒏
𝓩

𝑿 𝒆−𝒋𝝎𝟎𝒛 𝑹𝑶𝑪:𝑹
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ویژگی وارون زمانی

𝒙 𝒏
𝓩

𝑿 𝒛 𝑹𝑶𝑪: 𝑹 ⟹ 𝒙 −𝒏
𝓩

𝑿
𝟏

𝒛
𝑹𝑶𝑪:

𝟏

𝑹
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ویژگی گسترش زمانی
𝒙𝒌 𝒏 = ൝

𝒙 𝒏/𝒌 باشد 𝒌 از ضریبی 𝒏 اگر

𝟎 نباشد 𝒌 از ضریبی 𝒏 اگر

𝒙 𝒏
𝓩

𝑿 𝒛 𝑹𝑶𝑪:𝑹 ⟹ 𝒙𝒌 𝒏
𝓩

𝑿 𝒛𝒌 𝑹𝑶𝑪:𝑹
𝟏
𝒌
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ویژگی مزدوج و تقارن های آن
𝒙 𝒏

𝓩
𝑿 𝒛 𝑹𝑶𝑪:𝑹 ⟹ 𝒙∗ 𝒏

𝓩
𝑿∗ 𝒛∗ 𝑹𝑶𝑪:𝑹

𝑰𝒇 𝒙 𝒏 : 𝒐𝒅𝒅 ⟹ 𝒙 𝒏 = −𝒙 −𝒏 ⟹ 𝑿 𝒛 = −𝑿
𝟏

𝒛

𝑰𝒇 𝒙 𝒏 : 𝒓𝒆𝒂𝒍 ⟹ 𝒙 𝒏 = 𝒙∗ 𝒏 ⟹ 𝑿 𝒛 = 𝑿∗ 𝒛∗ ⟹ 𝑿∗ 𝒛 = 𝑿 𝒛∗

𝑰𝒇 𝒙 𝒏 : 𝒆𝒗𝒆𝒏 ⟹ 𝒙 𝒏 = 𝒙 −𝒏 ⟹ 𝑿 𝒛 = 𝑿
𝟏

𝒛

:  «مزدوجتقارن های»
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ویژگی کانولوشن

𝒙𝟏 𝒏
𝓩

𝑿𝟏 𝒛 𝑹𝑶𝑪:𝑹𝟏

𝒙𝟐 𝒏
𝓩

𝑿𝟐 𝒛 𝑹𝑶𝑪:𝑹𝟐

⟹ 𝒙𝟏 𝒏 ∗ 𝒙𝟐 𝒏
𝓩

𝑿𝟏 𝒛 ∙ 𝑿𝟐 𝒛 𝑹𝑶𝑪: 𝒄𝒐𝒏𝒕𝒂𝒊𝒏𝒊𝒏𝒈 𝑹𝟏 ∩ 𝑹𝟐
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𝓩ویژگی مشتق گیری در حوزه ی

𝒙 𝒏
𝓩

𝑿 𝒛 𝑹𝑶𝑪:𝑹 ⟹ 𝒏 𝒙 𝒏
𝓩

− 𝒛
𝒅

𝒅𝒛
𝑿 𝒛 𝑹𝑶𝑪:𝑹
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𝓩ویژگی مشتق گیری در حوزه ی: 14مثال 
𝑿برابر با عبارت آن𝓩، سیگنالی را بیابید که تبدیل 𝒛با استفاده از ویژگی مشتق گیری در حوزه ی  𝒛

= 𝐥𝐨𝐠 𝟏 + 𝒂𝒛−𝟏 𝒛 > 𝒂است.

:حل

⟹ 𝒏𝒙 𝒏 = − −𝒂 𝒏 𝒖 𝒏 − 𝟏

𝒙 𝒏
𝓩

𝐥𝐨𝐠 𝟏 + 𝒂𝒛−𝟏 𝑹𝑶𝑪: 𝒛 > 𝒂

𝒏 𝒙 𝒏
𝓩

− 𝒛
𝒅

𝒅𝒛
𝐥𝐨𝐠 𝟏 + 𝒂𝒛−𝟏 𝑹𝑶𝑪: 𝒛 > 𝒂= −𝒛 ∙

−𝒂𝒛−𝟐

𝟏 + 𝒂𝒛−𝟏
=

𝒂𝒛−𝟏

𝟏 + 𝒂𝒛−𝟏

−𝒂 𝒏 𝒖 𝒏
𝓩 𝟏

𝟏 − −𝒂 𝒛−𝟏
𝑹𝑶𝑪: 𝒛 > 𝒂

−𝒂 𝒏−𝟏 𝒖 𝒏 − 𝟏
𝓩 𝒛−𝟏

𝟏 + 𝒂𝒛−𝟏
𝑹𝑶𝑪: 𝒛 > 𝒂

− −𝒂 𝒏𝒖 𝒏 − 𝟏
𝓩 𝒂𝒛−𝟏

𝟏 + 𝒂𝒛−𝟏
𝑹𝑶𝑪: 𝒛 > 𝒂

⟹ 𝒙 𝒏 = −
𝟏

𝒏
−𝒂 𝒏 𝒖 𝒏 − 𝟏
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𝓩ویژگی مشتق گیری در حوزه ی: 15مثال 

.سیگنال زیر را به دست آورید𝓩وارون تبدیل 

:حل

⟹ 𝒙 𝒏 = 𝒏 𝜶𝒏 𝒖 𝒏

𝑿 𝒛 =
𝜶𝒛−𝟏

𝟏 − 𝜶𝒛−𝟏 𝟐
𝑹𝑶𝑪: 𝒛 > 𝜶

𝜶𝒏𝒖 𝒏
𝓩 𝟏

𝟏 − 𝜶𝒛−𝟏
𝑹𝑶𝑪: 𝒛 > 𝜶

𝒏 𝜶𝒏 𝒖 𝒏
𝓩

− 𝒛
𝒅

𝒅𝒛

𝟏

𝟏 − 𝜶𝒛−𝟏
=

𝜶𝒛−𝟏

𝟏 − 𝜶𝒛−𝟏 𝟐

⟹ 𝒏𝜶𝒏 𝒖 𝒏
𝓩 𝜶𝒛−𝟏

𝟏 − 𝜶𝒛−𝟏 𝟐 𝑹𝑶𝑪: 𝒛 > 𝜶

𝑹𝑶𝑪: 𝒛 > 𝜶= −𝒛
−𝜶𝒛−𝟐

𝟏 − 𝜶𝒛−𝟏 𝟐
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دکتر عل

قضیه ی مقدار اولیه

𝒙اگر  𝒏 برای𝒏 < 𝒙:برابر صفر باشد𝟎 𝟎 = 𝐥𝐢𝐦
𝒛→∞

𝑿 𝒛
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ی
ی مالک

دکتر عل

اثبات قضیه ی مقدار اولیه: 16مثال 
.را اثبات کنید𝓩قضیه ی مقدار اولیه ی تبدیل 

:حل

⟹ 𝐥𝐢𝐦
𝒛→∞

𝑿 𝒛 = 𝐥𝐢𝐦
𝒛→∞

𝒙 𝟎 + 𝒙 𝟏 𝒛−𝟏 + 𝒙 𝟐 𝒛−𝟐 + 𝒙 𝟑 𝒛−𝟑 +⋯ = 𝒙 𝟎

𝒙: شرط قضیه 𝒏 = 𝒏برای 𝟎 < 𝟎:

𝑿 𝒛 = ෍

𝒏=−∞

+∞

𝒙 𝒏 𝒛−𝒏

= ⋯+ 𝒙 −𝟑 𝒛𝟑 + 𝒙 −𝟐 𝒛𝟐 + 𝒙 −𝟏 𝒛 + 𝒙 𝟎 + 𝒙 𝟏 𝒛−𝟏 + 𝒙 𝟐 𝒛−𝟐 + 𝒙 𝟑 𝒛−𝟑 +⋯

= 𝒙 𝟎 + 𝒙 𝟏 𝒛−𝟏 + 𝒙 𝟐 𝒛−𝟐 + 𝒙 𝟑 𝒛−𝟑 +⋯
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ی
ی مالک

دکتر عل

فهرست‌مطالب
 معرفی تبدیل𝓩

ویژگی های ناحیه ی همگرایی

 وارون تبدیل𝓩

صفر-ارزیابی هندسی تبدیل فوریه به کمک نمودار قطب

 ویژگی های تبدیل𝓩

تجزیه و تحلیل سیستم هایLTI در حوزه ی𝓩

نمایش نمودار بلوکی

 تبدیل𝓩یک طرفه
مثال های مروری
نرم افزاریمثال های
تئوری تمرین های

نرم افزاریتمرین های
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دکتر عل

𝓩در حوزه LTIسیستم هایتجزیه و تحلیل 

𝒉 𝒏
𝓩

𝑯 𝒛
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ی
ی مالک

دکتر عل

𝓩در حوزه ی بررسی ویژگی های سیستم ها

ت راستی سیستم آن است که ناحیه ی همگرایی تابع سیستم دسعلی بودن برای شرط لازم و کافی❖

.بوده و بی نهایت را در برگیرد

سیستم آن است که علی بودن برایشرط لازم و کافی ، rationalبرای سیستمی با تابع سیستم ❖

باشد ناحیه ی همگرایی تابع سیستم دست راستی بوده و درجه ی صورت از درجه ی مخرج بزرگ تر ن

(.نوشته می شود𝒛وقتی برحسب )

دایره ی سیستم آن است که ناحیه ی همگرایی تابع سیستم شاملپایداریبرای شرط لازم و کافی ❖

.واحد باشد

درون آن است که تمام قطب های تابع سیستمعلییک سیستم پایداریبرای شرط لازم و کافی ❖

ت در مباحثی نظیر کنترل خطی سیستم ها که علی بودن پیش فرض اس. دایره ی واحد باشند

.پایداری سیستم بر اساس محل قطب های تابع سیستم ارزیابی می گردد
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ی
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دکتر عل

ستمویژگی علی بودن سیستم توصیف شده با تابع سی: 17مثال 
.ی کنیدعلی بودن سیستم های توصیف شده با تابع سیستم زیر را بررس

.علی است

𝑯 𝒛 =
𝒛

𝒛 −
𝟏
𝟐

+
𝒛

𝒛 − 𝟐

𝑯 𝒛 =
𝟏

𝟏 −
𝟏
𝟐𝒛

−𝟏
+

𝟏

𝟏 − 𝟐𝒛−𝟏
𝒛 > 𝟐

الف)

ب)

𝑯 𝒛 =
𝒛𝟑 − 𝟐𝒛𝟐 + 𝒛

𝒛𝟐 +
𝟏
𝟒𝒛 +

𝟏
𝟖

.استغیرعلیسیستم :حل الف

:حل ب

=
𝟐𝒛𝟐 −

𝟓
𝟐𝒛

𝒛 −
𝟏
𝟐 𝒛 − 𝟐

=
𝒛𝟐 − 𝟐𝒛 + 𝒛𝟐 −

𝟏
𝟐 𝒛

𝒛 −
𝟏
𝟐 𝒛 − 𝟐



56

h
ttp

://m
a
lek

i.se
m

n
a
n

.a
c.ir

ی
ی مالک

دکتر عل

ویژگی های علی بودن و پایداری: 18مثال 
هپاسخ ضربه ی سیستم را چنان بیابید ک. داده شده استLTIعبارت تابع سیستم یک سیستم 

:حل
𝑯 𝒛 =

𝟐𝒛𝟐 −
𝟓
𝟐𝒛

𝒛𝟐 −
𝟓
𝟐 𝒛 + 𝟏

𝑯 𝒛 =
𝟐𝒛 𝒛 −

𝟓
𝟒

𝒛 − 𝟐 𝒛 −
𝟏
𝟐

.سیستم علی باشد: ب.سیستم پایدار باشد: الف

.سیستم ضدعلی باشد: ج

𝑹𝑶𝑪𝟑: 𝒛 > 𝟐

𝒛𝟏 = 𝟎 𝒛𝟐 =
𝟓

𝟒

𝒑𝟏 =
𝟏

𝟐
𝒑𝟐 = 𝟐

𝑹𝑶𝑪𝟏: 𝒛 <
𝟏

𝟐

𝑹𝑶𝑪𝟐:
𝟏

𝟐
< 𝒛 < 𝟐

=
𝟏

𝟏 − 𝟐𝒛−𝟏
+

𝟏

𝟏 −
𝟏
𝟐𝒛

−𝟏
𝑯 𝒛 =

𝟐 𝟏 −
𝟓
𝟒𝒛

−𝟏

𝟏 − 𝟐𝒛−𝟏 𝟏 −
𝟏
𝟐 𝒛

−𝟏

:حل الف

:حل ب

:حل ج

𝑹𝑶𝑪𝟐:
𝟏

𝟐
< 𝒛 < 𝟐

⟹ 𝒉 𝒏 = 𝟐 𝒏𝒖 𝒏 +
𝟏

𝟐

𝒏

𝒖 𝒏

⟹ 𝒉 𝒏 = − 𝟐 𝒏𝒖 −𝒏 − 𝟏 −
𝟏

𝟐

𝒏

𝒖 −𝒏 − 𝟏

⟹ 𝒉 𝒏 = − 𝟐 𝒏 𝒖 −𝒏 − 𝟏 +
𝟏

𝟐

𝒏

𝒖 𝒏

𝑹𝑶𝑪𝟑: 𝒛 > 𝟐

𝑹𝑶𝑪𝟏: 𝒛 <
𝟏

𝟐
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ی
ی مالک

دکتر عل

فهرست‌مطالب
 معرفی تبدیل𝓩

ویژگی های ناحیه ی همگرایی

 وارون تبدیل𝓩

صفر-ارزیابی هندسی تبدیل فوریه به کمک نمودار قطب

 ویژگی های تبدیل𝓩

تجزیه و تحلیل سیستم هایLTI در حوزه ی𝓩

نمایش نمودار بلوکی

 تبدیل𝓩یک طرفه
مثال های مروری
نرم افزاریمثال های
تئوری تمرین های

نرم افزاریتمرین های
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ی
ی مالک

دکتر عل

نمایش نمودار بلوکی

:Iفرم مستقیم 

⟹ 𝒀 𝒛 =
𝒃𝟎 + 𝒃𝟏𝒛

−𝟏 + 𝒃𝟐𝒛
−𝟐

𝟏 + 𝒂𝟏𝒛
−𝟏 + 𝒂𝟐𝒛

−𝟐
𝑿 𝒛

𝒀 𝒛 = 𝑽 𝒛 − 𝒂𝟏𝒛
−𝟏𝒀 𝒛 − 𝒂𝟐𝒛

−𝟐𝒀 𝒛

𝑯 𝒛 =
𝒃𝟎 + 𝒃𝟏𝒛

−𝟏 + 𝒃𝟐𝒛
−𝟐 + 𝒃𝟑𝒛

−𝟑 +⋯

𝟏 + 𝒂𝟏𝒛
−𝟏 + 𝒂𝟐𝒛

−𝟐 + 𝒂𝟑𝒛
−𝟑 +⋯

𝑯 𝒛 =
𝒃𝟎 + 𝒃𝟏𝒛

−𝟏 + 𝒃𝟐𝒛
−𝟐

𝟏 + 𝒂𝟏𝒛
−𝟏 + 𝒂𝟐𝒛

−𝟐

𝑯 𝒛 =
𝒀 𝒛

𝑿 𝒛
⟹

𝒀 𝒛

𝑿 𝒛
=
𝒃𝟎 + 𝒃𝟏𝒛

−𝟏 + 𝒃𝟐𝒛
−𝟐

𝟏 + 𝒂𝟏𝒛
−𝟏 + 𝒂𝟐𝒛

−𝟐

𝑽 𝒛 = 𝒃𝟎 + 𝒃𝟏𝒛
−𝟏 + 𝒃𝟐𝒛

−𝟐 𝑿 𝒛

𝒀 𝒛 =
𝑽 𝒛

𝟏 + 𝒂𝟏𝒛
−𝟏 + 𝒂𝟐𝒛

−𝟐

𝑽 𝒛 = 𝒃𝟎𝑿 𝒛 + 𝒃𝟏𝒛
−𝟏𝑿 𝒛 + 𝒃𝟐𝒛

−𝟐𝑿 𝒛

:IIفرم مستقیم 

𝒀 𝒛 = 𝒃𝟎𝑽 𝒛 + 𝒃𝟏𝒛
−𝟏𝑽 𝒛 + 𝒃𝟐𝒛

−𝟐𝑽 𝒛

𝑽 𝒛 =
𝑿 𝒛

𝟏 + 𝒂𝟏𝒛
−𝟏 + 𝒂𝟐𝒛

−𝟐

𝒀 𝒛 = 𝒃𝟎 + 𝒃𝟏𝒛
−𝟏 + 𝒃𝟐𝒛

−𝟐 𝑽 𝒛

𝑽 𝒛 = 𝑿 𝒛 − 𝒂𝟏𝒛
−𝟏𝑽 𝒛 − 𝒂𝟐𝒛

−𝟐𝑽 𝒛
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ی
ی مالک

دکتر عل

بلوکینمایش نمودار :19مثال 
. نیدنمایش نمودار بلوکی سیستمی با تابع سیستم مرتبه دوم داده شده را به فرم های زیر رسم ک

فرم موازی: جفرم سری: بفرم مستقیم: الف

:حل الف

𝑯 𝒛 =
𝟏

𝟏 +
𝟏
𝟒𝒛

−𝟏 −
𝟏
𝟖𝒛

−𝟐

𝑯 𝒛 =
𝟏

𝟏 +
𝟏
𝟐𝒛

−𝟏 𝟏 −
𝟏
𝟒𝒛

−𝟏 :حل ب

𝑯 𝒛 =
𝟏

𝟏 +
𝟏
𝟐𝒛

−𝟏
∙

𝟏

𝟏 −
𝟏
𝟒𝒛

−𝟏

:حل ج

𝑯 𝒛 =

𝟐
𝟑

𝟏 +
𝟏
𝟐𝒛

−𝟏
+

𝟏
𝟑

𝟏 −
𝟏
𝟒𝒛

−𝟏
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ی
ی مالک

دکتر عل

فهرست‌مطالب
 معرفی تبدیل𝓩

ویژگی های ناحیه ی همگرایی

 وارون تبدیل𝓩

صفر-ارزیابی هندسی تبدیل فوریه به کمک نمودار قطب

 ویژگی های تبدیل𝓩

تجزیه و تحلیل سیستم هایLTI در حوزه ی𝓩

نمایش نمودار بلوکی

 تبدیل𝓩یک طرفه
مثال های مروری
نرم افزاریمثال های
تئوری تمرین های

نرم افزاریتمرین های
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ی
ی مالک

دکتر عل

یک طرفه𝓩تبدیل 

𝒙 𝒏
𝑼𝒁𝑻

𝓧 𝒛

𝓧 𝒛 ≜ ෍

𝒏=𝟎

∞

𝒙 𝒏 𝒛−𝒏
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ی
ی مالک

دکتر عل

یک طرفه سیگنال تاخیر یافته𝓩محاسبه ی تبدیل : 20مثال 
𝒙یک طرفه ی سیگنال های 𝓩تبدیل  𝒏 − 𝒙و 𝟏 𝒏 − 𝒙یک طرفه ی 𝓩را برحسب تبدیل 𝟐 𝒏 به

.دست آورید

:حل

𝑼𝒁𝑻 𝒙 𝒏 − 𝟏 = ෍

𝒏=𝟎

∞

𝒙 𝒏 − 𝟏 𝒛−𝒏 = 𝒛−𝟏෍

𝒏=𝟏

∞

𝒙 𝒏 − 𝟏 𝒛− 𝒏−𝟏 + 𝒙 −𝟏

= 𝒛−𝟏 ෍

𝒎=𝟎

∞

𝒙 𝒎 𝒛−𝒎 + 𝒙 −𝟏

⟹ 𝒙 𝒏− 𝟏
𝑼𝒁𝑻

𝒛−𝟏𝓧 𝒛 + 𝒙 −𝟏

⟹ 𝒙 𝒏− 𝟐
𝑼𝒁𝑻

𝒛−𝟐𝓧 𝒛 + 𝒛−𝟏𝒙 −𝟏 + 𝒙 −𝟐

= 𝒛−𝟏𝓧 𝒛 + 𝒙 −𝟏
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دکتر عل

:21مثال 

𝒚اگر : الف −𝟏 = .باشد پاسخ ورودی صفر این سیستم را تعیین کنید𝟐

𝒙پاسخ حالت صفر سیستم را به ورودی : ب 𝒏 =
𝟏

𝟒

𝒏
𝒖 𝒏تعیین نمایید.

𝒙اگر : ج 𝒏 =
𝟏

𝟒

𝒏
𝒖 𝒏 و𝒚 −𝟏 = 𝒏باشد پاسخ سیستم را برای 𝟐 ≥ .به دست آورید𝟎

:حل الف

⟹ 𝒚 𝒏 = − −
𝟏

𝟐

𝒏

𝒖 𝒏

𝒚 𝒏 − 𝟏 + 𝟐𝒚 𝒏 = 𝒙 𝒏

.  ده استخروجی آن با معادله ی تفاضلی زیر توصیف ش-سیستمی را در نظر بگیرید که رابطه ی ورودی

𝒛−𝟏𝓨 𝒛 + 𝒚 −𝟏 + 𝟐𝓨 𝒛 = 𝟎 ⟹ 𝓨 𝒛 =
−𝒚 −𝟏

𝟐 + 𝒛−𝟏
=

−𝟐

𝟐 + 𝒛−𝟏
=

−𝟏

𝟏 +
𝟏
𝟐𝒛

−𝟏

:حل ب

:حل ج
⟹ 𝒚 𝒏 =

𝟏

𝟑
−
𝟏

𝟐

𝒏

𝒖 𝒏 +
𝟏

𝟔

𝟏

𝟒

𝒏

𝒖 𝒏

𝒚 𝒏 = −
𝟐

𝟑
−
𝟏

𝟐

𝒏

𝒖 𝒏 +
𝟏

𝟔

𝟏

𝟒

𝒏

𝒖 𝒏

𝒚 𝒏 − 𝟏 + 𝟐𝒚 𝒏 = 𝒙 𝒏 ⟹ 𝒀 𝒛 =
𝑿 𝒛

𝟐 + 𝒛−𝟏
=

𝟏
𝟐

𝟏 +
𝟏
𝟐𝒛

−𝟏
𝑿 𝒛

𝒙 𝒏 =
𝟏

𝟒

𝒏

𝒖 𝒏 ⟹ 𝑿 𝒛 =
𝟏

𝟏 −
𝟏
𝟒𝒛

−𝟏
⟹ 𝒀 𝒛 =

𝟏
𝟐

𝟏 +
𝟏
𝟐𝒛

−𝟏
∙

𝟏

𝟏 −
𝟏
𝟒𝒛

−𝟏

⟹ 𝒀 𝒛 =

𝟏
𝟐

𝟏 +
𝟏
𝟐𝒛

−𝟏 𝟏 −
𝟏
𝟒𝒛

−𝟏
⟹ 𝒀 𝒛 =

𝟏
𝟑

𝟏 +
𝟏
𝟐
𝒛−𝟏

+

𝟏
𝟔

𝟏 −
𝟏
𝟒
𝒛−𝟏
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فهرست‌مطالب
 معرفی تبدیل𝓩

ویژگی های ناحیه ی همگرایی

 وارون تبدیل𝓩

صفر-ارزیابی هندسی تبدیل فوریه به کمک نمودار قطب

 ویژگی های تبدیل𝓩

تجزیه و تحلیل سیستم هایLTI در حوزه ی𝓩

نمایش نمودار بلوکی

 تبدیل𝓩یک طرفه
مثال های مروری
نرم افزاریمثال های
تئوری تمرین های

نرم افزاریتمرین های
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استوادي،درگههفت‌گذشتیچون‌در‌ره‌استواديگفت‌ما‌را‌هفت‌
از‌فرسنگ‌آن‌آگاه‌کسنیستراه‌کسزيندر‌جهان‌نیامدوا‌

؟ناصبورايآگهیچون‌دهندت‌راه‌دورزينباز‌کس‌نیامدچون‌
خبر؟بیايخبر‌بازت‌دهد‌کیگم‌سر‌به‌سرجايگهچون‌شدند‌آن‌

ارکنبیعشق‌است‌از‌آن‌پس‌،‌واديطلب‌آغاز‌کارواديهست‌
استغنا‌صفتواديپس‌چهارم‌است‌آن‌معرفتواديسيمپس‌

صعبناکحيرتواديپس‌ششم‌پاکتوحیدواديهست‌پنجم‌

روش‌نبود‌تو‌را‌روياينبعد‌از‌فقر‌است‌و‌فناواديهفتمين
گرددتقلزمقطره‌يکگر‌بود‌گرددتروش‌گم‌افتیدر‌کشش‌

عطار‌نیشابوري‌


