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فهرست مطالب

oمقدمه

o احتمالنظریه یمفاهیم

o تصادفیفرآیند

oتحلیل همبستگی

o گوسیفرآیندهای
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مقدمه

تصادفی بودن خود منبع

(خارجیجمع شونده ییا ضرب شوندهنویز)اندازه گیریناشی از سیستم 

:زیست پزشکیعوامل تصادفی بودن سیگنال 

شودهگرفتنظردرتصادفییامعینسیگنالکهاین
ی هایویژگوقتیمثال،عنوانبه.برمی گرددتعریفبه

QRSسیگنالمی تواناستنظرموردECGرا
لیحادرگرفتنظردر«متناوبشبه»حتییامعین

استتوجهموردR-Rفاصله یتغییراتوقتیکه
.دانستتصادفیراآنمی توان

معین

تصادفی
deterministic

stochastic
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فهرست مطالب

oمقدمه

o احتمالنظریه یمفاهیم

oسیگنال تصادفی

oتحلیل همبستگی

o گوسیفرآیندهای

✓
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احتمالنظریه یاهمیت طرح 

.داردتصادفی سیگنال هایبرای تحلیل پایه اینقش احتمال نظریه ی
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(event and probability)رویداد و احتمال 

. باشدپیش بینیرویداد غیر قابل آزمایشی را در نظر بگیرید که خروجی آن یکی از چندین 

(discrete random events)

:دفعه رخ داده باشد𝒏𝒊به تعداد 𝑨𝒊بار انجام دهیم که طی آن رویداد 𝑵فرض کنید آزمایش را 

𝒇𝒊 =
𝒏𝒊

𝑵
Relative Frequency: 

Probability of event 𝑨𝒊 : 𝑷(𝑨𝒊) = lim
𝑵→∞

𝒇𝒊 = lim
𝑵→∞

𝒏𝒊
𝑵

𝟎:دبا فرض این که این حد وجود داشته باش ≤ 𝑷(𝑨𝒊) ≤ 𝟏

:ینسب( بسامد)فرکانس 

:𝑨𝒊احتمال رویداد 
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(mutually exclusive events)رویدادهای ناسازگار 
.گوییم اگر رخداد یکی از آنها، بروز رویداد دیگر را غیرممکن سازدناسازگاردو رویداد را 

:ناسازگار باشند𝑨𝒋و 𝑨𝒊اگر دو رویداد 

𝒏𝒐𝒕و 𝑨به عنوان مثال، رویدادهای  𝑨بنابراینناسازگارند:

𝑷(𝑨𝒊 𝒐𝒓𝑨𝒋) = 𝑷(𝑨𝒊) + 𝑷(𝑨𝒋)

:کلی تردر حالت 

𝑷(𝑨𝟏 𝒐𝒓 𝑨𝟐 𝒐𝒓,… , 𝑨𝑴) = 

𝒊=𝟏

𝑴

𝑷(𝑨𝒊)

𝑷 𝑨 + 𝑷 𝑵𝑶𝑻 𝑨 = 𝟏

Mutually exclusive eventsرویدادهای ناسازگار
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(joint probability)احتمال توأم 

Joint probabilityاحتمال توأم

𝑷 𝑨 𝒂𝒏𝒅 𝑩 𝒂𝒏𝒅 𝑪 𝒂𝒏𝒅,… , 𝒂𝒏𝒅 𝑱 = 𝑷 𝑨 𝑩 𝑪,… , 𝑱
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(conditional probability)احتمال شرطی 

conditional probabilityاحتمال شرطی

𝑷 𝑨ȁ𝑩 = 𝒑𝒓𝒐𝒃𝒂𝒃𝒊𝒍𝒊𝒕𝒚 𝑨 𝒐𝒄𝒄𝒖𝒓𝒔 𝒈𝒊𝒗𝒆𝒏 𝑩 𝒉𝒂𝒔 𝒐𝒄𝒄𝒖𝒓𝒓𝒆𝒅
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(بِیزرابطه ی)احتمال توأم و احتمال شرطی رابطه ی

𝑷 𝑨𝑩 = lim
𝑵→∞

𝒏𝑨𝑩
𝑵

= lim
𝑵→∞

𝒏𝑨
𝑵
.
𝒏𝑨𝑩
𝒏𝑨

:را نیز بسیار بزرگ در نظر گرفت𝒏𝑨آنقدر بزرگ باشد که بتوان 𝑵با این فرض که 

𝑷 𝑨𝑩 = lim
𝑵→∞

𝒏𝑨
𝑵

. lim
𝒏𝑨→∞

𝒏𝑨𝑩
𝒏𝑨

= 𝑷 𝑨 .𝑷 𝑩ȁ𝑨

𝑷 𝑩ȁ𝑨 =
𝑷 𝑨𝑩

𝑷 𝑨
, 𝒇𝒐𝒓 𝑷(𝑨) ≠ 𝟎

𝑷 𝑨ȁ𝑩 =
𝑷 𝑨𝑩

𝑷 𝑩
, 𝒇𝒐𝒓 𝑷(𝑩) ≠ 𝟎 و به طور مشابه،

𝑷 𝑨𝑩 = 𝑷 𝑨 𝑩 .𝑷 𝑩 = 𝑷 𝑩 𝑨 .𝑷(𝑨)

𝑷 𝑩ȁ𝑨 =
𝑷 𝑩 .𝑷(𝑨ȁ𝑩)

𝑷(𝑨)
, 𝑷 𝑨 𝑩 =

𝑷 𝑨 . 𝑷(𝑩ȁ𝑨)

𝑷(𝑩)

.  می شودشناخته ( Bayes’ rule)بِیزقاعده یکه به عنوان 
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(statistically independent events)رویدادهای مستقل آماری 

:گویند اگرمستقل آماریرا Bو Aدو رویداد 
𝑷 𝑩ȁ𝑨 = 𝑷(𝑩)

.نمی سازدفراهم B، اطلاعاتی در مورد رویداد Aبه عبارت دیگر، دانستن احتمال رخداد 

𝑷 𝑨𝑩 = 𝑷 𝑨 .𝑷 𝑩 :داگر دو رویداد مستقل آماری باشن

Statistically independent eventsرویدادهای مستقل آماری

𝑷 𝑨𝟏𝑨𝟐…𝑨𝒏 =ෑ
𝒊=𝟏

𝒏

𝑷 𝑨𝒊

𝑨𝒊رویداد مستقل آماری n، برای کلی تردر حالت  ,𝒊 = 𝟏,𝟐,… ,𝒏:

𝒊همچنین برای هر ترکیب دلخواه با  < 𝒋 < 𝒌… ≤ 𝒏داریم:
𝑷 𝑨𝒊𝑨𝒋 = 𝑷 𝑨𝒊 . 𝑷 𝑨𝒋

𝑷 𝑨𝒊𝑨𝒋𝑨𝒌 = 𝑷 𝑨𝒊 . 𝑷 𝑨𝒋 . 𝑷 𝑨𝒌

𝑷 𝑨𝟏𝑨𝟐…𝑨𝒏 = 𝑷 𝑨𝟏 . 𝑷 𝑨𝟐 . … . 𝑷 𝑨𝒏

⋮
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(random variables)متغیرهای تصادفی 

متغیر تصادفی پیوسته

Continuous random variable

متغیر تصادفی گسسته

Discrete random variable

یمتغیر تصادف:  𝒙 یمتغیر تصادف:  𝒙

متغیر تصادفیمقادیر:  𝒙𝟏 , 𝒙𝟐 , … , 𝒙𝒏 متغیر تصادفیمقادیر:  𝑿 ;
−∞ < 𝑿 < +∞
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(discrete random variable)متغیرهای تصادفی گسسته 

یمتغیر تصادف:  𝒙

داشته باشد𝒙𝒊مقدار 𝒙احتمال اینکه متغیر تصادفی :  𝑷𝒙 𝒙 = 𝒙𝒊

متغیر تصادفیمقادیر:  𝒙𝟏 , 𝒙𝟐 , … , 𝒙𝒏

:خروجی آزمایش ناسازگار باشندnدر صورتی که 

𝒊=𝟏

𝒏

𝑷𝒙(𝒙 = 𝒙𝒊) = 𝟏
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(joint probability)احتمال توام 

احتمال توام:  𝑷𝒙𝒚 𝒙 = 𝒙𝒊 , 𝒚 = 𝒚𝒋



𝒊



𝒋

𝑷𝒙𝒚 𝒙 = 𝒙𝒊 , 𝒚 = 𝒚𝒋 = 𝟏
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(conditional probability)احتمال شرطی 

احتمال شرطی:  𝑷𝒙 𝒙 = 𝒙𝒊 ȁ 𝒚 = 𝒚𝒋



𝒊

𝑷𝒙 𝒙 = 𝒙𝒊 ቚ𝒚 = 𝒚𝒋 = 𝟏



𝒋

𝑷𝒚 𝒚 = 𝒚𝒋ห𝒙 = 𝒙𝒊 = 𝟏
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(Bayes’ rule)بِیزقاعده ی

𝑷𝒙 𝒙 = 𝒙𝒊 ቚ𝒚 = 𝒚𝒋 =
𝑷𝒙𝒚 𝒙 = 𝒙𝒊, 𝒚 = 𝒚𝒋

𝑷 𝒚 = 𝒚𝒋

𝑷𝒚 𝒚 = 𝒚𝒋ห𝒙 = 𝒙𝒊 =
𝑷𝒙𝒚 𝒙 = 𝒙𝒊, 𝒚 = 𝒚𝒋

𝑷 𝒙 = 𝒙𝒊

𝑷𝒙 𝒙 = 𝒙𝒊 ቚ𝒚 = 𝒚𝒋 =
𝑷𝒚 𝒚 = 𝒚𝒋ห𝒙 = 𝒙𝒊 𝑷𝒙 𝒙 = 𝒙𝒊

𝑷𝒚 𝒚 = 𝒚𝒋
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(continuous random variable)متغیرهای تصادفی پیوسته 

یمتغیر تصادف:  𝒙

متغیر تصادفیمقادیر:  𝑿; −∞ < 𝑿 < +∞

.معرفی شوندتابع چگالی احتمالو تابع توزیع احتمالدر اینجا لازم است مفاهیم 
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(probability distribution function)تابع توزیع احتمال 

التابع توزیع احتم:  𝑷 𝒙 ≤ 𝑿

.داشته باشد𝑿مقدار ثابت مقداری کوچکتر مساوی 𝒙متغیر تصادفی احتمال اینکه 

.می نامندنیز تجمعیتابع توزیع تابع توزیع احتمال را 

𝑷 𝒙 ≥ ∞ = 𝑷 𝒙 ≤ −∞ = 𝟎

𝑷 𝒙 ≤ ∞ = 𝟏

𝑷 𝑿𝟐 ≤ 𝒙 ≤ 𝑿𝟏 = 𝑷 𝒙 ≤ 𝑿𝟏 − 𝑷 𝒙 ≤ 𝑿𝟐

𝑷 𝒙 = 𝑿𝟎 = 𝟎

𝒊𝒇 𝑿𝟏 > 𝑿𝟐 𝑷 𝒙 ≤ 𝑿𝟏 ≥ 𝑷 𝒙 ≤ 𝑿𝟐

.دارد𝟎,𝟏محدوده یدر است که مقداری غیرکاهشیو غیرمنفیتابعیبنابراین تابع توزیع احتمال، 
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(.joint probability distribution func)تابع توزیع احتمال توام 

وامتابع توزیع احتمال ت:  𝑷 𝒙 ≤ 𝑿 , 𝒚 ≤ 𝒀

∞−، 𝒚و 𝒙با فرض دو متغیر تصادفی  ≤ 𝒀 ≤ +∞ , −∞ ≤ 𝑿 ≤ +∞،

𝑷 𝒙 ≤ 𝑿 , 𝒚 ≤ ∞ = 𝑷 𝒙 ≤ 𝑿

𝑷 𝒙 ≤ ∞ , 𝒚 ≤ 𝒀 = 𝑷 𝒚 ≤ 𝒀

:بر این اساس داریم

𝑷 𝒙 ≤ −∞ , 𝒚 ≤ 𝒀 = 𝑷 𝒙 ≤ 𝑿 , 𝒚 ≤ −∞ = 𝟎

𝑷 𝒙 ≤ ∞ , 𝒚 ≤ ∞ = 𝟏
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(probability density function)تابع چگالی احتمال 

متغیر تصادفی:  𝒙

مقدار متغیر تصادفی:  𝑿

𝑿همسایگی بسیار کوچکی حول :  ∆𝑿

تابع چگالی احتمال:  𝒑 𝒙 = 𝐥𝐢𝐦
∆𝑿→𝟎

𝑷 𝑿 − ∆𝑿 ≤ 𝒙 ≤ 𝑿

∆𝑿

𝒑 𝑿 =
𝒅

𝒅𝒙
𝑷 𝒙 ≤ 𝑿

𝑷 𝒙 ≤ 𝑿 = න
−∞

𝑿

𝒑 𝒙 𝒅𝒙

𝒑 𝒙 = 𝐥𝐢𝐦
∆𝑿→𝟎

𝑷 𝒙 ≤ 𝑿 − 𝑷 𝒙 ≤ 𝑿 − ∆𝑿

∆𝑿

:همچنین داریم

න
−∞

∞

𝒑 𝒙 𝒅𝒙 = 𝟏

𝑷 𝑿𝟏 ≤ 𝒙 ≤ 𝑿𝟐 = න
𝑿𝟏

𝑿𝟐

𝒑 𝒙 𝒅𝒙 𝑷 𝒙 = 𝑿𝟎 = 𝟎
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احتمالو تابع چگالی تابع توزیع احتمال 

𝑷 𝑿𝟐 ≤ 𝒙 ≤ 𝑿𝟏
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(.joint probability density func)تابع چگالی احتمال توام 

𝒑:با فرض وجود مشتق جزئی 𝑿, 𝒀 =
𝝏𝟐

𝝏𝒙𝝏𝒚
𝑷 𝒙 ≤ 𝑿 , 𝒚 ≤ 𝒀

𝑷 𝒙 ≤ 𝑿 , 𝒚 ≤ 𝒀 = න
−∞

𝒀

න
−∞

𝑿

𝒑 𝒙, 𝒚 𝒅𝒙𝒅𝒚
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تابع توزیع احتمال شرطی و تابع چگالی احتمال شرطی

باشد با فرض اینکه متغیر تصادفی 𝒀کوچکتر مساوی مقدار 𝒚احتمال اینکه متغیر تصادفی 

𝒙 محدوده یدر𝑿 − ∆𝑿 ≤ 𝒙 ≤ 𝑿باشد:

𝑷 𝒚 ≤ 𝒀 𝒙 = 𝑿 ≜
∞−
𝒀
𝒑 𝑿, 𝒚 𝒅𝒚

𝑷 𝑿
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فهرست مطالب

oمقدمه

o احتمالنظریه یمفاهیم

oفرآیند تصادفی

oتحلیل همبستگی

o گوسیفرآیندهای

✓

✓

:عناوین این بخش

معرفی اصطلاحات و مفاهیم فرآیندهای تصادفی➢

تصادفی مستقل آماریفرآیندهای➢

ایستانفرآیند ➢

(امیدها)آماری میانگین گیری➢
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پیشگفتار

ز حاصل امتغیرهای تصادفیدر قیاس با آنچه تا کنون مطرح شده است، در اینجا به جای 

از آن جهت مورد توجه قرارزمانیتوابع . بپردازیمزمانیتوابعیبه می خواهیم، آزمایش ها

...ی و توابع مکانمی تواندکه در اغلب موارد اینچنین است؛ هرچند در حالت کلی گرفته اند

.نیز مطرح گردد
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معرفی اصطلاحات

𝒙منبعی را در نظر بگیرید که تابع تصادفی  𝒕 می کندرا ایجاد:

𝒙𝟏هر یک از توابع : (sample function)تابع نمونه  𝒕 ،

𝒙𝟐 𝒕 و  ...

ensamble :شامل تمام توابع نمونهمجموعه ای.

𝒙فرآیند تصادفی : (random process)فرآیند تصادفی 

.را ایجاد نموده استensambleکه 

نمونه یمقادیر توابع : (random variable)متغیر تصادفی 

.𝒕𝟏در یک زمان خاص نظیر ensambleیک 
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مثالی برای آشنایی با اصطلاحات

خاصی از نقطه یEEGسیگنال می خواهیمفرض کنید 

30مثلا )مشخص از افراد مجموعه ایسطح جمجمه را در 

این را یک می توان. بررسی کنیم( ساله10کودک سالم 

:فرآیند تصادفی در نظر گرفت که

ثبت شده از EEGسیگنال : (sample function)تابع نمونه 

.هر فرد

ensamble :سیگنال هایتمامی مجموعه یEEGثبت شده.

: ....(random process)فرآیند تصادفی 

تابع نمونه در 𝒏مقدار : (random variable)متغیر تصادفی 

.𝒕𝒊زمان 



Dr. Maleki maleki.semnan.ac.ir

یتابع چگالی احتمال و تابع توزیع احتمال فرآیند تصادف

𝒙𝒊تابع نمونه 𝒏ی شامل ensambleبا 𝒙فرآیند تصادفی  𝒕 ; 𝒊 = 𝟏,𝟐, … ,𝒏برای . را در نظر بگیرید

، 𝒏مقادیر بزرگ 

و بر این اساس،

احتمال:  𝑷 𝒙 𝒕 ≤ 𝑿

احتمال توام:  𝑷 𝒙 𝒕𝟏 ≤ 𝑿𝟏 , 𝒙 𝒕𝟐 ≤ 𝑿𝟐 , ⋯ , 𝒙 𝒕𝑵 ≤ 𝑿𝑵

ادفیتابع چگالی احتمال توام فرآیند تص:  𝒑 𝒙𝟏, 𝒙𝟐, ⋯ , 𝒙𝑵

≜ 𝑷 𝒙𝟏 , 𝒙𝟐 , ⋯ , 𝒙𝑵

𝒑 𝒙𝟏, 𝒙𝟐, … , 𝒙𝑵 ≥ 𝟎

න
−∞

∞

…න
−∞

∞

𝒑 𝒙𝟏, 𝒙𝟐, … , 𝒙𝑵 𝒅𝒙𝟏, … , 𝒅𝒙𝑵 = 𝟏

𝒑 𝒙𝒋+𝟏, 𝒙𝒋+𝟐, … , 𝒙𝑵 ቚ𝒙𝟏, 𝒙𝟐, … , 𝒙𝒋 =
𝒑 𝒙𝟏, 𝒙𝟐, … , 𝒙𝑵

𝒑 𝒙𝟏, 𝒙𝟐, … , 𝒙𝒋
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فرآیند تصادفی مستقل آماری

𝒙دو فرآیند تصادفی  𝒕 و𝒚 𝒕 ،را مستقل آماری گویند اگر

𝒑 𝒙𝟏, 𝒙𝟐, … , 𝒙𝑵, 𝒚𝟏, 𝒚𝟐, … , 𝒚𝑴 = 𝒑 𝒙𝟏, 𝒙𝟐, … , 𝒙𝑵 𝒑 𝒚𝟏, 𝒚𝟐, … , 𝒚𝑴
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(stationary)ایستانفرآیند تصادفی 

𝒙اگر تابع چگالی احتمال فرآیند  𝒕( زمان هایکه در

𝒕𝟏و 𝒕𝟏مختلف نظیر  + 𝝉 در شکل روبرو، تخمین زده

یکسان 𝑵تمام ازایو به زمان هادر تمامی ( می شود

.گویند( stationary)ایستانباشد فرآیند را 
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(امیدها)آماری میانگین های

𝒑با تابع چگالی احتمال توام 𝒚و 𝒙دو متغیر تصادفی  𝒙,𝒚همچنین متغیر تصادفی . را فرض کنید

𝒛جدید  = 𝒇 𝒙,𝒚 تک مقداری از این دو متغیر است را در نظر بگیریدتابعیکه.

:گسسته باشند به نحوی که𝒚و 𝒙چنانچه 

(expectation)تعریف امید : 

𝒙مقادیر :  = 𝒙𝒊 ; 𝒊 = 𝟏, 𝟐,⋯ , 𝑰

𝑬 𝒛 = 𝑬 𝒇 𝒙, 𝒚 = න
−∞

∞

න
−∞

∞

𝒇 𝒙, 𝒚 𝒑 𝒙, 𝒚 𝒅𝒙𝒅𝒚

.می گرددهم اطلاق (mean)میانگین و (statistical average)متوسط آماری نام های، امیدبه 

𝒚مقادیر :  = 𝒚𝒋 ; 𝒋 = 𝟏, 𝟐,⋯ , 𝑱

𝑬 𝒛 = 𝑬 𝒇 𝒙, 𝒚 =

𝒊=𝟏

𝑰



𝒋=𝟏

𝑱

𝒇 𝒙, 𝒚 𝒑 𝒙, 𝒚 : تعریف امید(expectation)

!خطی استتابعینشان داد که امید می توانبه سادگی 
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(moment)ممان
𝒛تابع  = 𝒙𝒏را در نظر بگیرید:

𝒙(nth moment of x)ام 𝒏ممان: 

(mean)میانگین 

𝝈𝒙که با (variance)واریانس 
. می شودنیز نشان داده 𝟐

𝝈𝒙 نشانگر انحراف معیار(standard deviation )است.

𝑬 𝒙𝒏 = න
−∞

∞

𝒙𝒏𝒑 𝒙 𝒅𝒙

اولممان:  𝑬 𝒙 = න
−∞

∞

𝒙 𝒑 𝒙 𝒅𝒙

ام 𝒏مرکزی ممان: 
(nth central moment)

𝝁𝒏 = 𝑬 (𝒙 −𝒎)𝒏 = න
−∞

∞

𝒙 −𝒎 𝒏𝒑 𝒙 𝒅𝒙

𝝁𝟐 = 𝑬 (𝒙 −𝒎)𝟐 = න
−∞

∞

𝒙 −𝒎 𝟐𝒑 𝒙 𝒅𝒙 :مرکزی دومممان = 𝝈𝒙
𝟐

𝒏)توام مرتبه ممان:  +𝒎)ام 𝑬 𝒙𝒏𝒚𝒎 = න
−∞

∞

න
−∞

∞

𝒙𝒏𝒚𝒎𝒑 𝒙, 𝒚 𝒅𝒙𝒅𝒚

𝒏)مرکزی توام مرتبه ممان:  +𝒎)ام 𝝁𝒏𝒎 = 𝑬 (𝒙 −𝒎𝒙)
𝒏(𝒚 −𝒎𝒚)

𝒎

= න
−∞

∞

න
−∞

∞

(𝒙 −𝒎𝒙)
𝒏(𝒚 −𝒎𝒚)

𝒎𝒑 𝒙, 𝒚 𝒅𝒙𝒅𝒚

= 𝒎
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.می شودنامیده ( covariance)کوواریانسبرخوردار بوده و ویژه ایاز اهمیت 𝝁𝟏𝟏ممان مرکزی توام 

𝝁𝟏𝟏 = 𝑬 𝒙 −𝒎𝒙 𝒚 −𝒎𝒚
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:مثال
𝑬 𝒙𝟐 و𝑬 𝒙𝒚 ،توصیف نماییدکوواریانسو واریانسرا بر حسب میانگین.

𝝈𝒙
𝟐 = 𝑬 𝒙 −𝒎𝒙

𝟐

= 𝑬 𝒙𝟐 − 𝟐𝒙𝒎𝒙 +𝒎𝒙
𝟐

= 𝑬 𝒙𝟐 − 𝟐𝒎𝒙𝑬 𝒙 +𝒎𝒙
𝟐

= 𝑬 𝒙𝟐 − 𝟐𝒎𝒙𝒎𝒙 +𝒎𝒙
𝟐

= 𝑬 𝒙𝟐 −𝒎𝒙
𝟐

𝑬 𝒙𝟐 = 𝝈𝒙
𝟐 +𝒎𝒙

𝟐

𝝁𝟏𝟏 = 𝑬 𝒙 −𝒎𝒙 𝒚 −𝒎𝒚

= 𝑬 𝒙𝒚 − 𝒙𝒎𝒚 − 𝒚𝒎𝒙 +𝒎𝒙𝒎𝒚

= 𝑬 𝒙𝒚 −𝒎𝒙𝒎𝒚 −𝒎𝒙𝒎𝒚 +𝒎𝒙𝒎𝒚

= 𝑬 𝒙𝒚 −𝒎𝒙𝒎𝒚

𝑬 𝒙𝒚 = 𝝁𝟏𝟏 +𝒎𝒙𝒎𝒚
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فهرست مطالب

oمقدمه

o احتمالنظریه یمفاهیم

oفرآیند تصادفی

oتحلیل همبستگی

o گوسیفرآیندهای

✓

✓

✓
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(regression line)رگرسیونخط 

فرض. را در نظر بگیرید𝒚و 𝒙دو متغیر تصادفی 

اشند کنید این دو متغیر ارتباطی خطی داشته ب

ادفی این دو متغیر تصنمونه هایبه نحوی که اگر 

𝒙صفحه یدر  − 𝒚 ترسیم گردد نقاطی حوالی

:خط مستقیم زیر حاصل گردد

.می شودنامیده (regression line)رگرسیونخط می نمایدرا کمینه 𝝐برای این نقاط، بهترین خطی که 

𝒚𝒑 = 𝒂𝒙 + 𝒃

ن خطخطا بین نقاط تصادفی و ایمربعاتمیانگین :  𝝐 = 𝑬 (𝒚 − 𝒚𝒑)
𝟐 = 𝑬 (𝒚 − 𝒂𝒙 − 𝒃)𝟐

𝒙

𝒚

𝒚𝒑 = 𝒂𝒙 + 𝒃
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رگرسیونخط bو aتعیین پارامترهای 

.می گذرد𝒎𝒙,𝒎𝒚نقطه یاز رگرسیونتوجه کنید که خط 

𝒂 =
𝝁𝟏𝟏
𝝈𝒙

𝟐

𝝐 = 𝑬 (𝒚 − 𝒚𝒑)
𝟐 = 𝑬 (𝒚 − 𝒂𝒙 − 𝒃)𝟐 :یادآوری

𝝁𝟏𝟏 +𝒎𝒙𝒎𝒚 − 𝒂 𝝈𝒙
𝟐 +𝒎𝒙

𝟐 − 𝒎𝒚 − 𝒂𝒎𝒙 𝒎𝒙 = 𝟎

𝝁𝟏𝟏 +𝒎𝒙𝒎𝒚 − 𝒂 𝝈𝒙
𝟐 − 𝒂𝒎𝒙

𝟐 −𝒎𝒙𝒎𝒚 + 𝒂𝒎𝒙
𝟐 = 𝟎

𝝁𝟏𝟏 − 𝒂 𝝈𝒙
𝟐 = 𝟎

𝒅𝝐

𝒅𝒂
= 𝟎

−𝟐𝑬 𝒚 − 𝒂𝒙 − 𝒃 𝒙 = 𝟎

𝑬 𝒚 − 𝒂𝒙 − 𝒃 𝒙 = 𝟎

𝑬 𝒙𝒚 − 𝒂 𝑬 𝒙𝟐 − 𝒃𝑬 𝒙 = 𝟎

𝒅𝝐

𝒅𝒃
= 𝟎 −𝟐𝑬 𝒚 − 𝒂𝒙 − 𝒃 = 𝟎

𝑬 𝒚 − 𝒂𝒙 − 𝒃 = 𝟎

𝑬 𝒚 − 𝒂𝑬 𝒙 − 𝒃 = 𝟎

𝒎𝒚 − 𝒂𝒎𝒙 − 𝒃 = 𝟎 𝒃 = 𝒎𝒚 − 𝒂𝒎𝒙

𝒃 = 𝒎𝒚 −
𝝁𝟏𝟏
𝝈𝒙

𝟐
𝒎𝒙

رگرسیونخط :  𝒚𝒑 = 𝒂𝒙 + 𝒃 =
𝝁𝟏𝟏
𝝈𝒙

𝟐
𝒙 +𝒎𝒚 −

𝝁𝟏𝟏
𝝈𝒙

𝟐
𝒎𝒙 =

𝝁𝟏𝟏
𝝈𝒙

𝟐
𝒙 −𝒎𝒙 +𝒎𝒚
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(correlation coefficient)تعیین ضریب همبستگی 

:کردن متغیرهای تصادفی داریمنرمالیزهبا 

.ستشده انرمالیزهمتغیرهای رگرسیونشیب خط نشانگر 

یا( correlation coefficient)ضریب همبستگی 

𝝃 =
𝒙 −𝒎𝒙

𝝈𝒙
; 𝚽 =

𝒚 −𝒎𝒚

𝝈𝒚
;𝚽𝒑 =

𝒚𝒑 −𝒎𝒚

𝝈𝒚
;

:با متغیرهای جدیدرگرسیونخط رابطه یبازنویسی 
یادآوری:  𝒚𝒑 =

𝝁𝟏𝟏
𝝈𝒙

𝟐
𝒙 −𝒎𝒙 +𝒎𝒚

𝒚𝒑 −𝒎𝒚 =
𝝁𝟏𝟏
𝝈𝒙

𝟐
𝒙 −𝒎𝒙

𝒚𝒑 −𝒎𝒚

𝝈𝒚
=

𝝁𝟏𝟏
𝝈𝒙 𝝈𝒚

𝒙 −𝒎𝒙

𝝈𝒙

𝚽𝒑 =
𝝁𝟏𝟏
𝝈𝒙 𝝈𝒚

𝝃 𝚽𝒑 = 𝝆𝝃

𝝆 = 𝑬 𝝃𝚽 =
𝝁𝟏𝟏
𝝈𝒙 𝝈𝒚 (normalized covariance)شده نرمالیزهکواریانس

𝝆
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مقدار ضریب همبستگیمحدوده یتعیین 

𝑬تبا توجه به مربع بودن عبار 𝝃 −𝚽 تفاضلمربعاتمیانگین : 𝟐

𝝆 ≤ 𝟏𝟏 − 𝟐𝝆 + 𝟏 ≥ 𝟎

≥ 𝟎

𝑬 𝝃𝟐 − 𝟐𝑬 𝝃𝚽 + 𝑬 𝚽𝟐 ≥ 𝟎

𝑬تبا توجه به مربع بودن عبار 𝝃 +𝚽 مجموعمربعاتمیانگین : 𝟐

𝝆 ≥ −𝟏𝟏 + 𝟐𝝆 + 𝟏 ≥ 𝟎

≥ 𝟎

𝑬 𝝃𝟐 + 𝟐𝑬 𝝃𝚽 + 𝑬 𝚽𝟐 ≥ 𝟎

−𝟏 ≤ 𝝆 ≤ 𝟏
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(uncorrelated variables)ناهمبستهمتغیرهای 

گویند اگر (linearly independent)مستقل خطی یا (uncorrelated)ناهمبستهرا 𝒚و 𝒙متغیرهای 

𝝆)ضریب همبستگی آنها صفر باشد  = 𝟎.)

.شندمی باهم ناهمبسته، مستقل آماریبنابراین متغیرهای تصادفی 

𝑬
𝒙 −𝒎𝒙

𝝈𝒙
.
𝒚 − 𝒎𝒚

𝝈𝒚
= 𝟎𝝆 = 𝟎 𝑬 𝝃𝚽 = 𝟎

𝑬 𝒙 −𝒎𝒙 . 𝒚 − 𝒎𝒚 = 𝟎

𝑬 𝒙 𝒚 − 𝑬 𝒙𝒎𝒚 − 𝑬 𝒚𝒎𝒙 +𝒎𝒙𝒎𝒚 = 𝟎

𝑬 𝒙 𝒚 −𝒎𝒙𝒎𝒚 −𝒎𝒙𝒎𝒚 +𝒎𝒙𝒎𝒚 = 𝟎

𝑬 𝒙 𝒚 −𝒎𝒙𝒎𝒚 = 𝟎 𝑬 𝒙 𝒚 − 𝑬 𝒙 𝑬 𝒚 = 𝟎

𝑬 𝒙 𝒚 = 𝑬 𝒙 𝑬 𝒚
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(correlation function)تابع همبستگی 

𝒙متغیرهای تصادفی  𝒕 و𝒚 𝒕با فرض . را در نظر بگیرید𝒙 𝒕𝟏 = 𝒙𝟏 و𝒚 𝒕𝟐 = 𝒚𝟐:

(cross correlation function)

𝑬 𝒙𝟏 . 𝒚𝟐 :تابع همبستگی متقابل

(auto-correlation function)

𝑬 𝒙𝟏 . 𝒙𝟐 :تابع خود همبستگی

(correlation function)

𝒓𝒙𝒚 𝒕𝟏, 𝒕𝟐 = 𝑬 𝒙 𝒕𝟏 . 𝒚 𝒕𝟐 :تابع همبستگی

(normalized correlation function)

𝝆𝒙𝒚 𝒕𝟏, 𝒕𝟐 = 𝑬
𝒙𝟏 −𝒎𝒙𝟏

𝝈 𝒙𝟏
.
𝒚𝟐 −𝒎𝒚𝟐

𝝈 𝒚𝟐
شدهنرمالیزهتابع همبستگی : 

=
𝑬 (𝒙𝟏 −𝒎𝒙𝟏)(𝒚𝟐 −𝒎𝒚𝟐)

𝝈 𝒙𝟏 𝝈 𝒚𝟐

=
𝒓𝒙𝒚 𝒕𝟏, 𝒕𝟐 −𝒎𝒙𝟏𝒎𝒚𝟐

𝝈 𝒙𝟏 𝝈 𝒚𝟐

(است𝒕𝟐و 𝒕𝟏از تابعی)
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(correlation matrix)همبستگی ماتریس

:می شودهمبستگی دو فرآیند با خود همبستگی هر کدام از آنها و همبستگی متقابل بین آنها توصیف

(correlation matrix)

یهمبستگماتریس:  𝑹𝒙𝒚 𝒕𝟏 𝒕𝟐 =
𝒓𝒙 𝒕𝟏 𝒕𝟐 𝒓𝒙𝒚 𝒕𝟏 𝒕𝟐
𝒓𝒚𝒙 𝒕𝟏 𝒕𝟐 𝒓𝒚 𝒕𝟏 𝒕𝟐
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(covariance)کواریانس

:می شودتوام آنها توصیف کواریانسدو فرآیند با انحراف استاندارد هر کدام از آنها و کواریانس

(joint covariance)

دتوام دو فرآینکواریانس:  𝝁𝒙𝒚 = 𝑬 (𝒙 𝒕𝟏 −𝒎𝒙𝟏)(𝒚 𝒕𝟐 −𝒎𝒚𝟐)

(covariance matrix)

کواریانسماتریس:  𝑾𝒙𝒚 𝒕𝟏 𝒕𝟐 =
𝝁𝒙 𝒕𝟏, 𝒕𝟐 𝝁𝒙𝒚 𝒕𝟏, 𝒕𝟐
𝝁𝒚𝒙 𝒕𝟏, 𝒕𝟐 𝝁𝒚 𝒕𝟏, 𝒕𝟐



Dr. Maleki maleki.semnan.ac.ir

ایستانهمبستگی فرآیندهای 

نخواهد بود بلکه تنها 𝒕𝟐و 𝒕𝟏واقعی زمان هایاز تابعیباشند امیدها ایستاناگر فرآیندهای تصادفی 

𝝉از تفاوت زمانی تابعی = 𝒕𝟏 − 𝒕𝟐می باشند.

همبستگی: 

زهنرمالیهمبستگی : 

:ایستانبنابراین برای فرآیندهای 

𝒓𝒙𝒚 𝒕𝟏, 𝒕𝟐 = 𝒓𝒙𝒚 𝒕 , 𝒕 − 𝝉 = 𝒓𝒙𝒚 𝝉 = 𝑬 𝒙 𝒕 𝒚 𝒕 − 𝝉

𝝆𝒙𝒚 𝝉 =
𝒓𝒙𝒚 𝝉 −𝒎𝒙𝒎𝒚

𝝈𝒙𝝈𝒚

𝒓𝒙𝒚 𝒕𝟏 𝒕𝟐 = 𝒓𝒙𝒚 𝝉 = 𝒓𝒚𝒙 −𝝉

𝒓𝒙 𝝉 = 𝒓𝒙( −𝝉)

𝒓𝒙𝒚 𝝉 ≤ 𝒓𝒙 𝟎 . 𝒓𝒚 𝟎

𝒓𝒙 𝝉 ≤ 𝒓𝒙 𝟎
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ایستانفرآیندهای تصادفی 

Wide Sense Stationary (WSS)Strict Sense Stationary (SSS)

ا، اگر تابع چگالی احتمال توام فرآینده

.مستقل از زمان باشند

𝒓𝒙𝒚 𝒕𝟏, 𝒕𝟐 = 𝒓𝒙𝒚 𝒕, 𝒕 − 𝝉 = 𝒓𝒙𝒚 𝝉

ختلاف از اتابعیاگر همبستگی متقابل تنها 

.زمانی باشد
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خودهمبستگیمفهوم تابع 

قدار فرآیند تصادفی، منمونه یتابع هایبرای هر یک از 

𝒕𝟏و 𝒕𝟏زمان هایدر  + 𝝉 این . می کنیمرا در هم ضرب

. رددمی گنمونه محاسبه تابع هایبرای تمام حاصل ضرب

روی کل حاصل ضربمقادیر میانگین گیریبا 

ensamble در زمان های خودهمبستگی، مقدار𝒕𝟏 و

𝒕𝟏 + 𝝉 می گرددحاصل.

(می کندکفایت WSS)باشد ایستانچنانچه فرآیند 

.  خواهد بود𝒕𝟏نتیجه مستقل از 

WSS: Wide Sense Stationary

:فرآیند تصادفی شکل روبرو را در نظر بگیرید
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(time averaging)میانگین زمانی 

نه کل می گرددروی تابع نمونه انجام میانگین گیری، برخلاف میانگین، میانگین زمانیمحاسبه یدر 

ensamble  .

𝒛میانگین زمانی :  𝒕

𝒛تابع نمونه تصادفی  𝒕 = 𝒇 𝒙 𝒕،را در نظر بگیرید

𝒙میانگین زمانی اول :  𝒕

ادفیمیانگین زمانی دو فرآیند تص: 

𝒙 𝒕  و𝒚 𝒕

𝒙 𝒕 = 𝐥𝐢𝐦
𝑻→∞

𝟏

𝟐𝑻
න
−𝑻

𝑻

𝒙 𝒕 𝒅𝒕

𝒛 𝒕 = 𝐥𝐢𝐦
𝑻→∞

𝟏

𝟐𝑻
න
−𝑻

𝑻

𝒛 𝒕 𝒅𝒕 = 𝐥𝐢𝐦
𝑻→∞

𝟏

𝟐𝑻
න
−𝑻

𝑻

𝒇(𝒙 𝒕 )𝒅𝒕

𝒓𝒙𝒚 𝒕, 𝝉 = 𝐥𝐢𝐦
𝑻→∞

𝟏

𝟐𝑻
න
−𝑻

𝑻

𝒙 𝒕 + 𝝉 𝒚 𝒕 𝒅𝒕

𝝉از تابعی، این رابطه تنها ایستانبرای فرآیندهای 

.خواهد بود



Dr. Maleki maleki.semnan.ac.ir

ergodicity)ارگودیسیتیقضیه ی theorem)

:ارگودیسیتیقضیه ی

.اثبات و همچنین پرداختن به شرایط این قضیه فراتر از مباحث این کتاب است

.باشدنایستاباشد لازم است فرآیند تصادفی ارگودیکتوجه کنید که برای این که فرآیند 

تیابی در عمل دس. های مختلف استامیدآماری نیازمند تخمین تحلیل های: ارگودیسیتیقضیه یاهمیت 

رآیند این در حالی است که چنانچه ف. برای این منظور، کاری مشکل استتعداد کافی از توابع نمونهبه 

.خمین زدتزمانیمیانگین گیریو با تنها یک تابع نمونهبه استفاده از می توانباشد امید را ارگودیک

ایستانیک فرآیند تصادفی (time averages)زمانی میانگین هایدر شرایط خاصی، 

.  آن است(statistical expectation)امیدهای آماری با احتمال یک برابر 
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فهرست مطالب

oمقدمه

o احتمالنظریه یمفاهیم

oفرآیند تصادفی

oتحلیل همبستگی

o گوسیفرآیندهای

✓

✓

✓

✓
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(Gaussian or Normal distribution)یا نرمال گوسیتوزیع 

فاده از در عمل، تابع چگالی احتمال فرآیندهای مورد بررسی در دسترس نیست از این رو لازم است با است

. توابع نمونه به تخمین آنها بپردازیم

ع احتمال یا نرمال است اگر دارای تابع چگالی احتمال و تابع توزیگوسیمتغیر تصادفی  دارای توزیع 

:زیر باشد

زیع این تو. می گردداول و دوم به طور کامل توصیف ممان هایتنها با گوسیقابل توجه است که توزیع 

𝑵نرمال اغلب به صورت  𝒎𝒙 ,𝝈𝒙 می شودنشان داده.

.اشاره نمودیا نرمالگوسیتوزیع به می توانتوزیع هااز مهمترین 

𝑵با توزیع ( 𝝃)، به متغیر تصادفی جدیدی 𝒙کردن متغیر تصادفی نرمالیزهاغلب با  𝟎 .می یابیمدست 𝟏,

𝒑 𝒙 =
𝟏

𝟐𝝅 𝝈𝒙
𝒆𝒙𝒑 −

(𝒙 −𝒎𝒙)
𝟐

𝟐𝝈𝒙
𝟐

𝑷 𝒙 ≤ 𝑿 =
𝟏

𝟐𝝅 𝝈𝒙
න
−∞

𝑿

𝒆𝒙𝒑 −
(𝒙 −𝒎𝒙)

𝟐

𝟐𝝈𝒙
𝟐

𝒅𝒙
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(central limit theorem)حد مرکزی قضیه ی

.می گردداستفاده گوسیواقعی معمولا از توزیع سیگنال هایبه همین دلیل، در پردازش 

که به انتظار داشتمی توانهستند گوسیاز آنجا که مجموع متغیرهای تصادفی مستقل دارای توزیع 

را در EEGمی توانحالت هاباشد؛ زیرا در برخی گوسیدارای توزیع تقریبا EEGعنوان نمونه، 

 کنندمیکه مستقل از یکدیگر عمل نورونتولید شده توسط فعالیت تعداد زیادی میدان هایمجموع 

.دانست

:حد مرکزیقضیه ی

ع توزیع کافی افزایش یابد، تاباندازه یبه نمونه هامستقل آماری، چنانچه تعداد نمونه هایبرای 

گوسیه ، مستقل از توزیع احتمال متغیر تصادفی، بنمونه هااحتمال میانگین زمانی محدودی از 

.می کندمیل 
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(multivariate Gaussian process)چندمتغیرهگوسیفرآیند 

𝒙𝑻 = 𝒙𝟏, 𝒙𝟐, … , 𝒙𝒏

𝒎𝑻
𝒙
= 𝑬 𝒙𝑻 = 𝑬{𝒙𝟏}, 𝑬{𝒙𝟐}, … , 𝑬{𝒙𝒏}

𝑾𝒙 = 𝑬 (𝒙 −𝒎𝒙)(𝒙 −𝒎𝒙)
𝑻

𝒑 𝒙𝟏, 𝒙𝟐, … , 𝒙𝒏 = 𝒑 𝒙 =
𝟏

(𝟐𝝅)
𝒏
𝟐 𝑾

𝟏
𝟐

𝒆𝒙𝒑 −
𝟏

𝟐
(𝒙 −𝒎𝒙)

𝑻𝑾−𝟏 𝒙 −𝒎𝒙

𝒑 𝒙 =
𝟏

(𝟐𝝅)
𝒏
𝟐ȁΩȁ

𝟏
𝟐

𝒆𝒙𝒑 −
𝟏

𝟐
𝒙 𝑻Ω−𝟏𝒙
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